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Unidade 1- Integrais

1.1- Introducéao

A derivada é um dos conceitos mais importantes do Calculo. Outro
conceito também muito relevante € o de Integral. Existe uma estreita relacéo
entre essas duas ideias. A operacdo inversa da derivagéo € a antiderivacdo ou
integracao indefinida.

Newton e Leibniz, bem como os seus seguidores, se envolveram em
uma polémica sobre a originalidade da descoberta do Calculo, acarretando
grande desgaste pessoal a cada um deles. As abordagens deles sobre o tema
foram diferentes.

Newton apresenta o seu Método das Fluxdes como uma ferramenta que
Ihe permite aprofundar seus conhecimentos dos fenémenos fisicos. Isto é, uma
visdo cinematica do Calculo: a derivada vista como uma taxa de variacéo. Ele
considerava x e y variando em funcdo do tempo. Leibniz, por sua vez,
considerava x e y variando sobre uma sequéncia de valores infinitamente
proximos. Ele introduziu dx e dy como sendo as diferencas entre os valores
nesta sequéncia.

Newton encarava a integracdo como um problema de encontrar os x e y
de uma determinada flux&do, isto é, achar o deslocamento de uma dada
velocidade. Portanto, para ele, a integracdo era, naturalmente, 0 processo
reverso da diferenciacdo. Leibniz via a integragdo como uma soma, no estilo
gue fizeram, antes dele, Arquimedes, Cavalieri e Roberval. Leibniz foi feliz em
utilizar os ‘infinitésimos’ dx e dy onde Newton usou X’ e y’, ou seja, velocidades.

Leibniz usava a palavra ‘ménada’ para indicar algo tdo simples que néo
possui partes. Nenhum deles considerava o que ndés denominamos de funcoes,
pois este conceito s6 foi introduzido muitos séculos depois. No entanto, ambos,
definitivamente, pensavam em termos de graficos. De qualquer forma, eles
estavam travando uma luta com o infinito, no caso, o infinitamente pequeno.

Apesar de Newton ter desenvolvido sua teoria primeiro, coube a Leibniz
0 mérito de ter publicado a sua versdo, em 1684, introduzindo o termo calculus
summatorius, e divulgando assim suas ideias. Leibniz dava muita importancia a

notagcao, no que estava absolutamente certo. Leibniz foi quem introduziu os
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simbolos matematicos d e f, estabelecendo, por volta de 1675, a notacao

exatamente como fazemos atualmente.

2

Jxdx == .

Integral Indefinida

O estudo das integrais indefinidas € o primeiro passo na compreensao
de uma importante ferramenta matematica: a integral. Sera introduzida a ideia
de integral, mostrando sua relagcdo com a derivada.

Se a funcdo F(x) € primitiva da funcao f(x), a expressao F(x) + C é

chamada integral indefinida da funcéo f(x) e € denotada por

jf(x)dx =F(x)+C

Em que

[ — é chamado sinal de integragéo.

f(x) — € a funcao integrando.

dx — é a diferencial que serve para identificar a variavel de integracao.

C — é a constante de integracao.

Observacoes:

v' Lé - se: Integral Indefinida de f(x) em relacdo a x ou integral de
f(x) em relacao a x.
v O processo que permite calcular a integral indefinida de uma

funcdo é denominado integracao.

Da definicdo de integral indefinida temos que

) [fdx=Fx)+C o F(x)=f(x)
i) [ f(x)dx representa uma familia de fungdes, ou seja , 0 conjunto
de todas as primitivas da funcéo integrando.

i) S f@d)= ZFE)+0) = 2F) =F )= f(x).



Exemplos:

1) Se %(senx) =cosx entdo [cosxdx = senx+C
2) Se %(x“) =4x3 entdo [4x3dx=x*+C

3)Se L (Vx)=-= entdo f%dx =Vx+C

dx 2+x
4) Se % (tgx) = sec>x entdo [sec’xdx = tgx+C
d 1 ~ 1
5)Se ——(arctgx)=_— entdo f1+x2 dx = arctgx+C

6) Se i(Exg)— X entdo fxgdx =3x3+cC
dx \5 N 5

Pelos exemplos acima, temos:
J'_f'(_r} dv=F(x)+C= i[f_ﬁ(.v}rh‘ |= f(x)
iy /

Isso nos permite obter as formulas de integracdo diretamente das
férmulas de diferenciacéo.
1.3 - Propriedades da Integral Indefinida
Sejam f(x) e g(x) funcdes reais definidas no mesmo dominio e k uma
constante real. Entdo
a) [kf(x)dx =k [f(x)dx
b) [(f(x)+g(X))dx= [f(x)dx + [g(x)dx
1.4 - Algumas Integrais Imediatas

Nfdex=x+C

. _xn+1

i) fa"dx="—+C n#-1
iii) [~ dx = In|x| + C

iv)fa"dxza—x+C,a>O, a 1
Ina



V) [e*dx =e*+ C

vi) [senxdx = —cosx + C

vii) [ cos xdx = senx +C

viii) [ tg x dx = In |secx| + C

ix) [ cotg dx = In |sen x| + C

X) [ secxdx = In|secx +tgx|+ C

xi) [ cossec x dx = In |cossec x — cotg x| + C
xii) [ sec x.tg x dx = secxx+ C

xiii) [ coxxec x .cotg x dx = —cossec x + C
xiv) [ sec’ xdx =x+C

xv) [ cossec? xdx = —cotg x + C

xvi)fﬁ dx = iarctg§+c

xvii) [ == dx = —| =2 |+ C x> a?
x*—a?

2a’ x+a

Xviii)f; dx=1In|x+ Vx2+a?|+C

Xlx)f\/_dx—ln|x+ Vxz — a?|+C
xx)fmdx—arcsen +C ., x*<a*
XXI)fx\/ﬁdxzarcsec|z|+C
Exemplos:

a) Calcular [( 7x* + sec?x) dx
Solucéo:

Das propriedades da integral e da tabela de integrais imediatas, temos:



(7.4 2\
fl?.r +sec” x| dx

=7 I‘.ﬁ dx + fsecl x dx

A+l
=7-
441

+C +tgx+C =?%+ tgx+C +C

onde C; e C, sdo constantes arbitrarias. Como a soma (C; + C,) € uma nova

constante  arbitraria, podemos escrever C; + C, = C, dai

T%+tg_r + O+ C1=?% +tgx + C

Logo,
J‘u:' Tat +sec’ x | iy = ?% +igx+ O

Observacao: Sempre que aparecer uma soma de duas ou mais integrais
indefinidas, escrever apenas uma constante para indicar a soma das varias

constantes de integracao.
1
X _ —
b) Calcular f(3e + senx)dx
Solucéo:

.ﬂ e+ ﬁ —sen x ; dx = ‘1'30" dx + J‘ﬁ dx — fsen X dx
= 3"{*" dx +J&J—'l - "sen X dx
a X
=3fe"dx +—L dx — [sen x dx
f : 4f x .’ o

=3 + % h1|.\'| —{-cos x)+C

=3" + 1 h1|.r| +cosx +C,
4

Portanto,

fi, e & L —sen x | dv =3e" + l11'1|.'t'| +cosx+ O
| 4 x ! 4



sen x

c) Calcular [(4e* —

+ ) dx

cos’x

Solucgéo:
I'I 4e* — senﬁ.x‘ +ij e
A cosT X A
4 " dlx SN I o+ 4 {x
= " dx - 3 X — dx
f f-:o-;' x ft
_— sen v ) ) i )
= 4f{ ey — f—m“_ ot ddx —f—1 * . dx
SET1 X 1

= 4-‘!'0'? i _fcos . ® — dv + 4]‘_\": idx

=4 rﬁ“" dx - J‘ tex x secx dx + 4;'_\"5 dx

=4 [e" dv-[sec x x tgxdy + 4 r_r's dx

=5+l
=4¢" —sec v+ 4 A +
-5 4+ 1
—4

A ;
=4 - secx + 4 — + C

4
X .
=4¢" - secx + — + C

: -4 -
=4e¢' - sech—- a7 + C

=4¢* - sec x - iJf +
X
Portanto,
{  seny 4 : | .
J‘4t*l— —+ | dv=4¢" - sec x——+C
| cos~x a7 ) X

d) O custo fixo de producdo da empresa “SOS” é R$8.000,00. O custo

marginal é dado pela funcéo C'(x)=0,03x"+0,12x =5

. Determinar a
funcéo custo total.

Solucgéo:



Sabemos que o custo marginal ¢ (I}é a derivada da funcé&o custo total

C(X)  Assim, para encontrarmos Cdevemos calcular a integral

indefinida da funcdo custo marginal, ou seja,

C(x)= [C'(x) dx = [[0,03x" = 0,12 + 5| dx
= rﬂ:ﬂﬁ.\.':(f.\' + J‘ 0,12x dx + J‘ 5 dx

:D;G3J‘_r:r."_r +0,12 fu dx —an’_r
0,03 ; 0,12 ,

=—— XN +—x +5x+ K.

3 2

Logo,
C(x)=0,01x" + 0.06x" + 5x + k
Quando a producao for nula, x = 0, o custo fixo sera R$8.000,00, ou

seja,
8.000 = 0,01(0) +0,06(0) +5(0)+ k ek = 8.000

Portanto, a funcdo custo total & €(¥) =0,01x"+0,06x" + 5x + 8.000.

e) O custo marginal para producdo de determinado bem, é dado pela

funcao ¢ ') = 18vx + 4. Se o custo fixo é de R$50,00, escreva a fungao
custo total.

Solucéo:
O custo marginal ¢ ('\-)é a derivada da funcéo custo total ¢ ('\-). Assim, para

Clx . . - ~
encontrarmos ( )devemos calcular a integral indefinida da funcdo custo

marginal, ou seja:



C(x)= [C'(x) dx = I'I::IIS'\J{._' -4 dx
- ;‘{'15«5 }m— + [4dx =18 f«ﬁ dx +4fdx
1
= lgf_k'zn".r + 4ffa".k‘

\
18-

cAx+ k =12x2 +4x+ k.

[ ] | Lad

Logo,

3

C(x)=12x +4dx + k
Quando a producao for nula, x =0, o custo fixo sera R$ 50,00, ou seja,

50=12-{02+4-0+kek =50

Portanto, a funcéo custo total é

C(x) = ll_né +4x +50
f) Calcule [(5x* — 8x3 + 9x2 + 7) dx.
Solucdo
[(5x* — 8x* +9x? — 2x + 7) dx
=5 [x*dx—8 [xdx+9 [x*dx -2 [xdx+7 [dx

5 x4 x3 x2

X
=35 ?—8 T+9 -3—“-2 -—2—-+7x+C

=x> - 2x*+3x3—-x*2+7x+C



g) Calcule [V (x + Jdx.

Solucgdo
1 | 1/2 -1
\/;x+; dx=fx (x + x" Y dx

_ J'(xsfz + x~Y2) dx

5/2 1/2

X X

=T+T+C
2 2

=%x32 + 2x!12 + C

5t2+7
t4/3

h) Calcule [ dt.

Solugéo
St2 + 17 t? 1
J‘"——-———t‘”?’ dt=5J‘EZI—3dt+7J~t—4/‘3—dt
=5_fz2f3 d:+7ft-4f3dt

t5/3 t—1/3
=5(“§—)+7( T )+C
3 3

=5@t5P) + A=3t"") + C

21
=3 —m+C

2cotg x—3 sen’x

i) Calcule [ =——— dx
Solucdo
— 2
S 2 cotg x — 3 sen X
sen x
2
=2 g—-l— © cotg X dx - 3§ X i
sen x sen X

=2£cosecxcotgxdx -3 gsenxdx

= 2(-cosec x) — 3(-cosx) + C
= -2cosecx + 3cosx + C



j) Calcule [(tg?x + cotg?x + 4)dx.
Solucéo
5 (tg x + cotg’ x + 4) dx

= E [(secx — 1) + (cosec’ x - 1) + 4] dx

= Sseczxdx = jcosecixdx +2 de

=tgx-cotgx +2x+ C
k) Em qualquer ponto (x,y) de uma determinada curva, a reta tangente tem
uma inclinacdo igual a 4x — 5. Se a curva contém o ponto (3,7), ache sua
equacao.
Solugéo:

Como a inclinacao da reta tangente a uma curva em qualquer ponto (X,y) € 0

valor da derivada nesse ponto, temos

dy
E—4x——5
y'=f(4x—5)dx
2
y:4(%)—5x+c

y=2x*=5x+C

A equacado anterior representa uma familia de curvas. Como queremos
determinar uma certa curva dessa familia que contenha o ponto (3,7),

substituimos x por 3 e y por 7, obtendo

7=209)~503) + C
7=18—-15+C
C=4

Substituindo C por 4, iremos obter a equacdo da curva pedida.

y=2x*-5x+C oy=2x2-5x+4



I) a fungdo custo marginal C’ é dada por C(x) = 4x — 8 quando C(x) é o custo
total da producéo de x unidades. Se o custo da producdo de 5 unidades dor
R$20,00, ache a func¢éo custo total.

Solucgdo Como C'(x}) = 4x — 8

Clx) = f (4x — 8) dx

=2x?—8x+k

Como C(5) = 20, obtemos £ = 10. Logo,

C(x) =2x% - 8x + 10
Observe que como o custo marginal deve ser ndo-negativo, 4x — 8 > 0
de modo equivalente, x > 2. Portanto, o dominio de C € [2, + o0); lembr
que embora x represente o niimero de unidades de uma mercadoria, supo!

que x seja um numero real para dar os requisitos de continuidade para as |
coes Ce C'.

m) Calcule [(3 secx tgx — 5 cossec®x) dx.

Solucéo:

f(3 sec x tgx — 5 cosec? x) dx = 3 fsccx tgxdx —5 fcosecz x dx
=3secx — 5—cotgx) + C
=3secx+S5cotg x + C

Observacao:
As identidades trigonométricas sao frequentemente usadas quando
calculamos antiderivadas envolvendo fungBes trigonométricas. As oito

identidades a seguir sao decisivas:

| .senxcosecx =1 ' cosxsecx =1  tgxcotgx = 1
E senx cos X
tgx = cotg x = ——
" cos X sen x
osen?x + cos?x =1 tglx+ 1 =sec2x. cotg’x + 1l = cosec?x

n) Calcule [(3x + 5)dx.



f(3x+5)dx=f3xdx+f5dx

=3J.xdx+5~fdx

x2

- 3(7+ Cl) +3(x+C)
="+ 5x+(3C, +5C,)

Como 3C, + 5C, é uma constante arbitraria, ela pode ser denotada p«
sim, o resultado pode ser escrito como

3x2+5x+C
Pode-se conferir a resposta calculando sua derivada.

D(3x*+5x+C)=3x+5

1.5- Exercicios para praticar

Grupo 1

Determine as seguintes integrais indefinidas:

Respostas
4
1) I(Z.\'R +4x+1) dx 1) '\74.-2.\': +x+k
2) [Vx? d 2) 23/x* +k
b
dx
2 ] 3) 2vJx +k
I
4) j[%—s]dx 4) -2 —5x +k
X / X
I o TN e
5) j"7"—,'“"dx L W S
X 2x°
6) [(5x*—2¢" +9) dx 6) 2 —2¢" +9x +k
7) [xGVx+x)dx 7) gJ\_+‘_ +k
X Q2x-1*
8) [@x-1)dx g) X" L
) [@x—1)dy 3



Grupo 2

INTEGRAL RESPOSTAS:
@ J'xdx £+C
2
® ijdx x2+C
® [V ax 2%’
%3 <
—d —+C
@ -[4 i 16
dx 1
el - +C
® Ix5 4x*
©® I(X:+3x+l)dx XT+3L+X+C
@ sz‘——)’(-_zdx e o RN U )
X X
® J‘x:.x4 dx L-{-C

Grupo 3

R ~ > A . ‘ 2 wen
() A fungio velocidade de um certo movimento é dada por v(t) =3t~ =20t + 36, com "t
medido em segundos. Determine a fungio posigio s(t) desse movimento, sabendo que no tempo

de 2 segundos o espago percorrido € de 47 metros.

Resposta: s(t)=1t" —10t* +36t+7

AN =S 4 “ s
(2) Sabendo que o ponto (2. 5) pertence a uma curva de equagio y = f(x) ¢ que a declividade
da reta tangente em cada ponto da mesma ¢ dada por 2x — 3. encontre a equagio da curva.

v Desdfio
Determine o valor das integrais:
(al J(2x +1)dx

(b) j(2x+n3 dx

(c) I(2.\'+l)"’ dx

Resposta: y=x°-3x+7

Resposta: x*+x+C
2% +1)
Resposta: -(-"\—:l-)— +C
)
e 1
Resposta: % +C

~L



Grupo 4

INTEGRAL RESPOSTAS:
i . 4
D [(2x-1) ax x=1),
: 8
@ [x4yx*-8) dx V(x'—S)' 26
' 3
« 2dx 1
@ 3 _—.,+C
Y 5x—6y 5(5x—6)
g 3x+1
@ [e™ dx LA
e dx ln(éi—3x)
-———+C
® ¢ 4-3x 3
s 5 3x Al
® [e L2 de e +21n(5x 4)+C
‘{3 5x-4 9 5
@ | 3(3(—4) dx 3111(x3—8x+3)+C
v X" —8x+3 2
2dx 2
© = - +C
® * X" +8x+16 X+4
r dx 472+ 2 3
@ - 2 (.sx +8)
“3x*+8 9 +C
10) ‘GSCC:(SX) dx g tg5(5x) +C
. X X
cos| — | dx 2sen|— [+C
il S(z) ) (2]
. sec (4x)
12 [2sec(4x). tan(4x)dx : +C
3 S d
B %(%(Zf —In(cos(x))+C
dx cos(7x)
- €
® -[csc(7x) 7
X
dx arc tg(—)
G jx:+4 = S,




Grupo 5

01) I(3X2+5+\/;+l)dsz3+5x+2 X

02) j

03)

.(Ze“ - Sen(,x)+i7]dx = 2e* —sec(x)- 1

3

—— +Injx|+k
X R)

dx

s R
cos” (=
(2)

=21g(>)+k

- 1
2cosx + —— ldx = 2sen(x)+ 2vVx + k
20000 fi = 20nt0)

+k

Cos"X X 3x°

05) ..(2X2 —3)2dx :4%~—4x3 +9x +k
06) [ df( = —cotg(x)+k
Y sen”(x)
07) i dx =—e“* +k
Y ese(x)
08) ] \,/5 dx :—zarctg(x)+k
73x°+3 g
09) [x*xdx = %JF +k
- X2 ’
10) | ———dx =x—aretgx +k
TxT+1
. = 2
11) cos(2x)tg(2x)dx::-—159§§5524-k
ID.X:_%M:X—Zmdgﬂ+k
x°+1
./ 9 A
13) —dx = 3arcsen(x )+ k
TVl-x~
- d 1
14) 2 = arctg(x )+ k

Y (ax)’ +a a



5

15) | dx =sen(5x)+k
J sec(5x)
«1—sen(x)

16) | ————2dx = tg(x)—sec(x)+k
 cos’(x)

17) . cotg(6x)sen(6x)dx = ésen(6x) +k
-sec” (3x) 2

18) | ———=dx =—4/tg(3x) +k
" 1e(3x) 5

19) [—>—" _dx = 3 &2 —2%)7 +k
(X7 —2x) 4

20) [e™e®dx = %es“ +k
* 3elx 3 )x

21) —dx=—In(l+e™)+k
= Lt~ 2

22) Cali x—1dx = %ezxz"“ +k

23)

24) .sen(x)sen(cos(x))dx = cos(cos(x))+ k
3
25) w X = —++ k
* tg*(x) 3sen’(x)
26) [(tg(3x) + cotg(3x))* dx = %(tg(b‘x) —cotg(3x))+k
* &)
27) d —dx = ﬁarctg d +k
‘7 +e” 7 J7
28) i = larcsen( il ]+ k
’ V16 - 9x* 4
. dx 1 4x
29) | —=x—= —arcsec(—) +k
" xvV16x* -9 3
1
30) Lo dx = M +k

- sen” (x) B 2 5
| mdx = —2\/cos(x)+§\/cos (x)+k

. xlnixzi 2



1.6- Algumas Técnicas de Antidiferenciacéo

Muitas antiderivadas ndo podem ser calculadas diretamente. E entéo,
faz-se necesséario aprender certas técnicas que devem ser usadas no célculo
de tais antiderivadas. Vamos apresentar técnicas que requerem a Regra da
Cadeia para antidiferenciacdo e aquelas que envolvem uma mudanca de
variavel.

Exemplificando:
Para diferenciar 1—10(1 + x2)19 aplicamos a Regra da Cadeia para diferenciacdo

e obtemos
D [#(1 + x3)1°] = (1 + x3)°(2x)
Suponha que desejamos antidiferenciar

1 + x?°2x)

Entado, precisamos calcular

J' (1 + x2)°(2x dx)

Para chegarmos a um procedimento que possa ser usado em tal situacéo, seja

gx)=1+ x? g'(x) dx = 2x dx

Entao,

[ [a91°Ca'0) ax]

fug du = $u'® + C

Assim,

JTaT°lg(x) dx] = #5920 + €

f(1 + x2)°Q2x dx) = &(1 + x2)'° + C



Teorema: A Regra da Cadeia para a Antidiferenciacéo

Seja g uma fungdo diferencidvel e seja o intervalo 7 a imagem de g. Suponha

que f seja uma funcdo definida em J e que F seja uma antiderivada de fem 1.
Entio, . :

y FOONIG’ () dx] = Flgw) + C

Prova: Por hip6tese

F'(g(x)) = f(g(x))

()

Pela Regra da Cadeia para diferenciacéo,

D,[F(g(x))] = F'(g(x))[g'(x)]

Substituindo (1) nessa equacédo, obtemos

D.[F(g(x))] = f(g(x))g'(x)]

Da qual segue que

[ £l g'(x) dx] = F(g(x)) + C

Como queriamos demonstrar.
Férmula da poténcia generalizada para antiderivadas

Teorema

Se g for uma fungdo diferenciavel e se n for um niimero racional,

[toemty@an = "y oy sy




Exemplos:

1) Calcule [vV3x + 4 dx

Solug&o:
jm dx = f(sx+4)zl dx
Observamos que, se
g(x) = 3x + 4 entdo ¢g'(x)dx = 3dx

Logo, precisamos de um fator 3 que acompanhe dx para dar g’(x) dx.

Assim sendo, escrevemos

f@x+4ﬂ”dx—f@x+4¥”‘6dﬂ
*—f@x+4YW3Mj

1 (3x + 4)*?
3

2

=303x+ 4y +C

+ C

fmx+4w%3d)

W |

2) Ache [x*(5+2x%8% dx .
Solucéo:
Observe que, se

g(x) =5+ 2x* entdo g'(x) dx = 6x* dx

Como

fxz(S + 2x3)8 dx = f(S + 2x3)8(x? dx)



precisamos de um fator 6 que acompanhe x* dx para obter g’ (x) dx.

Assim escrevemos

f x2(5 4+ 2x¥)B dx = 1 f (5 + 2x)3(6x? dx)

+ C

6

1 rp 2 (542X
f(5+2x)(6x dx) = ¢ 5

A Regra da Cadeia para a antidiferenciacéo é

[ flgt)[g'x) dx] = Fg(x)) + C

em que F é uma antiderivada de f. Se nessa formula f for a funcéo

cosseno, entdo F serd afuncao seno e teremos
[ cos(gx))[g'(x) dx] = sen(g(x)) + C

Unidade 2- Técnicas de Integracéao

2.1- Técnicas de Integracdo — Substituicdo Simples

Qual é a diferenca entre estes dois objetos matematicos?

T
[senxdx e [2senxdx

Uma resposta simples seria que a diferenca esta nos limites de
integracdo ( 0 e g ). Mas, indo além, podemos dizer que o simbolo da

esquerda representa uma familia de funcbes, ao passo que o da direita

representa um numero. Especificando:



m

2
/sen:z:d:z::—c:os:B—I—C e / sen rdr = 1.
Lt .O

Para cada C ¢ IR, a funcéo definida por F(x) = — cos x + C é uma

primitiva de f(x) sen x . Na verdade, %(x) =(—cosx+C) =senx =

fx),vxel.

T

O numero fof sen x dx = 1 pode ser visto como a area da regiao

limitada pelo grafico da funcao f(x) = sen x, pelo eixo Ox e sobre o

intervalo [oe Z].
2

Compreender essas diferentes abordagens da integral consiste em ter
uma visdo geral da teoria de integracdo. O Teorema Fundamental do Célculo

nos permite usar a integral indefinida [ f(x)dx para calcular a integral definida
f:f(x)dx. Isto é, se soubermos que F(x) é uma primitiva de f(x), entdo temos:
[2 f()dx = F(b) — F(a).

Devemos nos lembrar que integrar, no sentido de determinar a familia de

primitivas de uma fungéo € o processo inverso da derivagao.

2.1.1 - A Regrada Cadeia e a Antiderivacao
Considerando [ sen3x dx, quais sdo as fungbes F(x) tais que F’ (x) =

sem 3x?



Obs.: A Regra da Cadeia nos mostra como derivar uma fungdo composta por
outras duas func¢des: (fog)’(x) = f ’(9(x))g’(x).

Vamos observar o seguinte exemplo: [ senx dx = —cosx + C.

Com base nesse exemplo, vamos experimentar G(X) = — cos 3x para
obter uma primitiva de f(x) = sen 3x. Quando derivamos a fungédo G(x), usamos
a Regra da Cadeia e encontramos G’(x) = 3sen 3x. Mas desejamos f(x)=sen3x.
A diferenca, todavia, € somente o produto por uma constante, 0 nimero 3.
Precisamos fazer um pequeno ajuste utilizando a propriedade das integrais

explicitada abaixo:

V?\GR,jAf(x)dxz A.jf(x)dx

Usando F(x) = % resposta desejada: [ sen3x dx = — —°°z3x +C.

Fazendo o teste da derivada:

Cosx

SeF(x)= — +C,entdo F'(x) = —§ .(—sen 3x).3 = sen 3x. O que mostra

gue nossos calculos estdo corretos.

Com esse exemplo apresentamos uma ideia basica da técnica de
substituicdo simples, em que foi usada a propriedade de integrais para
reescrever o integrando de forma adequada para podermos integrar. Foi
utilizado o fato de que a integral indefinida € o processo inverso da derivacao

fazendo uso da Regra da Cadeia.

Assim, revisando: [ sen3x dx = % 3 [sen3x dx = %f 3.sen3x dx =
gfsen3x. 3dx = —é cos x + C.
Exemplos:

e
a) Calcular | " x cosx? dx.

Inicialmente devemos calcular a integral indefinida e, a seguir, usaremos
uma das primitivas para descobrir a integral definida, utilizando o Teorema

Fundamental.



Para comecar precisamos procurar qual a integral mais simples que se
‘parece” com a que queremos integrar. Nesse caso, a mais simples
é: [cosudu =senu+C.

Levando em conta a Regra da Cadeia, observamos que fizemos u(X)=x2.
Temos u’ (x) = 2x. Dando continuidade, fazemos G(x) = sem (u(x)) = senx?.
Assim, G'(x) = (cos(u(x)))(u’'(x)) = (cos x?)(2x) = 2 x cos x* . Agora é soO fazer o
ajuste da constante:

[xcosx?*dx = %fo.cosx2 dx = %fcosxz.Zx dx = % senx*+ C.

Vamos verificar se a resposta esta correta:

Se F(x) = % senx?>+ C, entdo F'(x) = % COS X2. 2X = COS X2.

Agora, basta calcular a integral definida:

v 1
f xcosxzdx=Esenle},/ﬁ=Esen(n)—sen(0)=0
0

Outra forma de abordar esse calculo é usar a nocédo de diferencial. A

diferencial de u = x2 & du = 2x dx. Desse modo, temos:

[ xcosx*dx = %fcosxz.Zx dx =% [cosudu = %senu + C = %senx2 + C.
Aplicando a nocéo de diferencial € possivel compreender o nome que foi

dado a essa técnica de integracdo: substituindo x2 por u, levando em

consideracao a diferencial du. Para tanto, fazemos 0s ajustes necessarios nas

constantes, usando a propriedade das integrais.

Obs.: A diferencial da fungao diferenciavel y = f (x) € dy = f’ (x) dx.

b) Calcular [ x*Vx*+ 1 dx.
Lembrete: [vu du = fu% du = §u§+ C.
Observando o integrando x*+vVx* + 1 , fazendo u = x* + 1, a diferencial sera

du = 4x® dx . Logo, para fazer a substituicédo fica faltando apenas o ajuste no

integrando. Assim,
1 1 1
fx3\/x4 + 1dx = Z.4.f\/x4 + 1.x%dx = Zf(x‘* +1)2. 4x3dx

1 12 3 1, 3
= fuzdu—z.§u2+(]—g(x +1)2+C

I



2.1.2 - A Férmula da Substituicdo Simples

Teorema: Se u = ¢g(x) € uma funcao diferenciavel, f € uma funcédo
continua e Im(g)C Dom(f), entdo [ f(g(x))g’'(x)dx = [ f(w)du=Fw) +C =

F(g(x)) + C , em que F é uma primitiva de f.
Demonstracéo:

Usando o Teorema Fundamental do Calculo e a Regra da Cadeia:
O calculo = (F(g(x)) = F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g'(x) mostra que F(g(x)) &

uma primitiva da fungdo f(g(x))g’(x) .

Exemplos:
a) Calcular [ e>* dx.
Solucéo:

Fazendo u = 5x, temos du = 5 dx e a integral fica: [e>* dx = %fef’x 5dx =

Zfetdu=Ze"+C=-e5 +C.
5 5 5

b) Calcular [(x® + 1)*x2dx.
Solucéo:

Fazendo u = x® + 1, temos du = 3x2 dx. Entao:

1 1 11
f(x3+1)4x2dx= §f(x3+1)43x2dx= §J.u4du= §.§u5+C

1
=E(x3+1)5+ C.

2x

c) Caleular [ ——dx.
Solucéo:
=1+x?
Fazer {u
du = 2x dx

Essa substituicdo nos remetera a integral simples:

f%du = In|u| + C.

Agora, devemos expressar a resposta em termos da variavel original:



2x
fmdx = ln(l +X2) + C.

Obs.: Observe que, como vx € [}, 1 + x2 > 0, pode-se escrever In (1 + x?) no

lugar de In |1 + x3|.

Lembretes para fazer uso eficiente da substituigcdo:

v' Encontre uma integral “simples” que fara o

papel de [ f(w)du.

v Faca o0s eventuais ajustes das constantes
para substituir g ‘(x)dx por du.

v' ApOs integrar, ndo se esquecer de desfazer a

substituicdo, apresentando a resposta em termos da variavel original.

2.2- Substituicdo e as Integrais Definidas

Teorema: Seja g funcado de classe C e f uma funcéo continua. Suponhamos

qgue [a,b] C Dom (g) e g ([a,b]) C Dom (f) . Entdo temos:

a(b)

b
/ flg(z)) ¢'(z)dz = f(u) du.

Jgla)

Demonstracgao:
Como a funcéo f € continua, o Teorema Fundamental do Célculo nos diz
gue ela admite uma primitiva. Seja F esta primitiva. Isto €, V x € Dom(f),

F’(x)=f(x). O Teorema Fundamental nos diz ainda que

a(b) ()
f(u)du = F(g(b)) - Flg(a).

v g(a)

Por outro lado, a Regra da Cadeia nos mostra que:

(F(g(z))) = F'(9(z))-¢'(z) = f(g(z))-d'(z).



Sendo a fungéo g de classe C, notamos que a fungédo g’ € uma fungao
continua. Dessa forma y(x) = f(g(x)). G’(x) € uma fungéo continua, logo satisfaz

a hipétese do Teorema Fundamental. Temos:

b (1)
[ fo@)g@)de = Flo) = Flala)),

Seguede (1)e (1) que:

b g(b)
/fmmmwﬁ:/'ﬂmm

gla)

Observacao:
Uma funcéo g € de classe C quando é diferenciavel e, além disso, a sua

funcao diferenciavel g’ € uma funcgéo continua.

Exemplos:

a) Calcule [#tg x dx.

Solucéo: Inicialmente vamos calcular a primitiva da funcdo tg x e, apos,

encontrar a integral definida. Devemos lembrar da definicdo da tangente:

sen T
tger = ——.
CcOsS T

Assim, Nosso problema se

sen T
/tg rdr = / dzx.
, J cosx

Agora, podemos fazer a substituicdo necessaria.

transformou:




u = COs T

du = —sen xdr.

sen r
/ tg xdr = / dr =
] ] cos x

= —Inju+C =

= —Injcosz|+C = In|sec x|+ C.

Fazendo o teste da derivada mostramos que encontramos a

resposta correta.

1 1
sec (sec z)" = sec T (sec z - tg ) = tg .

(In|sec x|) =

Podemos calcular a integral definida;

e

T

/ tg zdr = In|secx = In |sec(m/4)| —1In |sec (0)| =
Jo

o=

= Inv2 —Inl1=1nvV2.

Para calcular a integral definida:

v" Inicialmente calcular a integral indefinida, usando a
substituicdo adequada.

v' Ap6s usar uma das primitivas para, com o Teorema
Fundamental do Calculo, calcular a integral definida.
Ou



Existe uma maneira mais direta de efetuar esse calculo — ao fazer a
substituicdo ocorre uma mudanca de variavel. Basta fazer o

correspondente ajuste nos limites de Integracao.

b) f“"T" dx

1

Solucéo: Precisamos descobrir que substituicdo podemos usar. Como o
integrando é composto e observando que a derivada da primeira parte é a
segunda, a escolha ja esta definida.

u=Inx
1

{du= 1dx
X

Vamos considerar agora a mudanca nos limites de integracdo: enquanto x varia
delae,uvariadeIinl=0alne=1.

{a=1 s>gl@=In=0
b=e -glb)=Ilne=1

Efetuando o calculo:

€ 1nr 1 r2 1
/ Ed;r- = / wdu = i = —.
J1 £ Jo 2 2

c) Calcular [tV1+t dt).
Solucéo:
Fazendo u =1 +t, teremos du = dt.

Assim:

b=

V14t =(141) —u? e dt = du.

Escrevendo o integrando em termos da variavel u:

u=1+t =>t=1-1



Fazendo a substituic&o, temos:

/tv"l—t—tdt = /t(1+t)%dt -

= %u%—%u%—l—(”:
— Z(148)7-2(1+8)7+C.

Fazendo o “teste da derivada”:

+)I (1) =

Lo b

d /2 5
w(5a+0i-

T

(1+t)%) - 1+

— (1+8)7 - (1+1)7 =
(L+D(1+)2 — (1412 =
[1+t—1)(1+18)2 =

= tv"1+t.

Isso comprova que F(t) = 2(1 + t)% —2(1+ t)% ¢ uma primitiva da
funcao f(t) = t/1+1.

d) Calcular

In+/3 e
[ ——dx.
Jo L+ e



Solucdo: Devemos nos lembrar de que e * = (e*) ? e que a derivada da funcao

1
1+ x2

_ Ldy _
y=arctg x é —= =

A u= ex ex _
Assim, podemos fazer {du _ grgy PRTaobter | o dx= [ du.
Além disso, temos mudanca de limites de integracao:
a = 0 — g(a) = € = 1
b = V3 = g(b) = V3 = VB
Dessa forma:
/ nv3  ox J / Vi J ; Ve T W T
T = u = arctg u == —— = —.
Jy  Ttem ), 1+ o5 374 12

2.3- Técnicas de Integracéo — Integracao por Partes

Da formula da derivada do produto de duas funcdes obtém-se um
método de integracdo muito conveniente denominado integracao por partes. Se

f e g forem funcdes diferenciaveis, entéo:
D.[f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f"(x)
< f(x)g'(x) = D[ f(x)g(x)] — g(x)f"(x)

Integrando ambos os membros, obtém-se:

[109g00 dx = [ D,[f(x)g0)] dx — [ g0 f(x) dx

(1)

Xf(x)g'(X) dx = f(x)g(x) - S gO)f' (x) dx

Chamaremos ( | ) de formula de integracdo por partes. Para efeito de

célculo existe uma maneira mais pratica de escrever essa formula, tomando

u=f(x) e v=g(x)

Entao:



du= f'(x)dx e dv=g(x)dx

Desse modo, (|) torna-—se

S.udv=uv— deu

()

Essa formula expressa a integral [udv em termos de outra integral,
[ v du. Escolhendo de forma adequada u e dv, pode ser mais facil calcular a
segunda do que a primeira. Quando escolhem os as substituicdes para u e dv,
geralmente pretendemos que dv seja o fator do integrando mais complicado
gue se possa integrar diretamente, e que u seja uma funcao cuja derivada seja

uma fungéo mais simples.

Exemplos:
a) Calcular [ xInx dx.
Solucéo:

Para determinar quais as substituicbes para u e dv, devemos nos
lembrar que para encontrar v precisamos saber eintegrar dv. ISso sugere que
dv =xdx e u=Inx. Entdo,

x? dx

=—+C
v2+1edux

Da formula

Sudv=uv— deu

Obtemos:



x? x? dx
Inxdx =1 — — . -
fxnxx n.x(2+C1) f(2+cl),x

2

: 1
=x—]nx+Cllnx——§dex—-C1 dx

2

2 . 2
1nx+C11nx—-T—Cllnx+C2

Nesse exemplo, observe que a primeira constante de integracdo C; néo
aparece na resposta final. C; foi usada apenas para mostrar que todas as
escolhas de v da forma Y2 x2 + C; produzem o mesmo resultado para
[ xInx dx. Essa situacdo vale em geral e demonstramos isso escrevendo v +

Cinaformula (11):

Sudv=u(v+C1)— S(v+C,)du

uv+C,u—§vdu—ClSdu
= uv + Cu — Svdu—Cllu

=uv-§vdu

Torna-se desnecessario escrever C; quando calculamos v a partir de dv.

A resposta do exemplo a pode ser escrita como:
1 1 .
Ix(lnx -4+ C

Verificamos esse resultado calculando a derivada de um produto.

;1 | _.121 ._E:
DXI:EXZ(lnme)]—zx (x)+x(lnx 2)

=lx+xlnx—3x

=xInx

b) Calcular [ x° e** dx.



Solucgéo:
Usamos a integracdo por partes dv=xe “dxeu=x2 Entdiov="e e
du = 2x dx.

Da férmula (11)

I

fx3e"2 dx = x*(%e*’) — f(%exz)Zx dx

2 2 3
= ix%e™ — fxe" dx

a2 2
= 4x%* — 3 + C

c) Calcular [ x cox dx.

Solucéo: Sejau =xe dv =cos x dx. Entdo du = dx e v = sen x. Assim:

gxcosxdx = X Sen x — Ssenxdx
=xsenx + cosx + C
d) Calcular [tg~1x dx.

Solucdo: Sejau =tg * x e dv = dx. Entéo:

x dx

-1 _ - o
ftg xdx=xtg" ! x [+ %2

=xtg ' x—3In(l +x3)+C

Quando e como usar a integragcao por partes?

Ao aprender uma nova técnica, pode acontecer de sermos tentados a
usa-la indiscriminadamente. Dada uma integral, qual € a técnica mais
adequada para resolvé-la?

Alguns lembretes que podem ajudar a fazer bom uso da

integracado por partes. Revendo a formula a ser usada:



/ udv = uv — [ vdt.

% Para aplicar a férmula, deve-se dividir o integrando em duas partes.

{dv =2

< Sera necessario integrar [ dv para obter uma funcgéo que fara o papel

dev.

R

< A nova integral, [ vdu , deve ser mais ou tdo simples quanto a integral
original , [udv .
e) Calcular [ x*cosx dx.

Solugéo: Analisando a escolha:

u = a2
dv = cos zdzr

Aintegral [dv = [ cosxdx é uma integral direta. Essa escolha de u e

de dv determina
du = 2xdx

v = Bsen T
e a férmula de integracéo por partes nos da

/;1:2 cos rdr = z’senz — /(Sen x)2xdr =

2
= I sen.r — 2x sen xdx.

(i)



A nova integral, [xsenxdx , é tecnicamente mais facil do que a
integral original, pois o grau do fator x 2 diminuiu. Agora podemos aplicar a

mesma técnica nessa nova integral.

Escolhemos : U =

dv = sen zdzr.

Essa escolha nos da :

du = dxr

(& = —Ccos T
Aplicando a féormula de integracdo

por partes, obtemos:

/:1: sen rdr = —xcosx — /(—CDSI)dI =

= —xcosx + senx + C}.
(i)
Reunindo (i) e (ii), obtemos:

2 e
/;r-“ cosxdr = xz°senz — 2[—zcosz+senz + Cy] =

<@
= x°senz + 2rcosx —2senx + C.

Realmente, se F(x) = (x2 - 2) sen x + 2x, entao:

F'(z) = 2rsenz + (2 —2)cosx + 2cosz —2x sen x =

= % cos z,

f) Calcular [e*senxdx.

Solucéo: Sejau=e *e dv=sen xdx. Entdo du=e*dxe v =-cos x . Logo,



fe"sen.x dx = —e*cos x + fe" Ccos x dx

A integral do segundo membro é semelhante a primeira integral. Exceto
gue em vez de sen x temos cos X. Aplicamos a integragdo por parte

novamente, sendo u = e* e dv = cos x dx. Entdo,

du = e*dx e v = sen x
Assim,

Se*senxdxz —e*cos x + (exsenx— Seﬂenxdx)

Agora temos no segundo membro a mesma integral que no primeiro.
Dessa forma, se somarmos [ e*senx dx a ambos os membros da igualdade,

teremos

2§e*senxdx = —e*cosx + e*senx + 2C

Observe que o segundo membro da igualdade acima possui uma
constante arbitraria, pois no primeiro membro temos uma integral indefinida.
Essa constante arbitraria foi escriuta como 2C; assim quando dividirmos por 2
0os membros da igualdade, a constante arbitraria na resposta sera C. Desse

modo, temos

S e* sen x dx = Se*(sen x — cos x) + C

g) Calcular [arctg x dx .

Solucédo: Para usarmos a integracdo por partes s temos uma escolha:

1
w = arctgx du = - —~dz
- — 1+ x-
dv = dx v =

E, assim , temos



T
/arctg rdr = z arctg x — / dx.

1+ 2
(1)
Aqui devemos usar a substituicdo simples. Veja o exemplo:
[ﬂfd 11(1+2)+C
— T = —1In X A .
J 1+a? 2 ‘
(1)

Reunindo as duas igualdades, (1) e (II), temos:

1
[arct-g rdr = x arctgx — 3111(1 +z%) + C.

h) Calcular [Inx dx .

Solucéo: A escolha de u e de dv é clara.

u = Inzx du = _.—d;r-

dv = dx

U = L.

Entao,

/ln:‘:::d:‘::: = olnz — /;r.-id;r:
. , T
= zlnz — /d;r-:

= zlnz — z + C,

Ou seja,



/111:1?03:1? — :1?(111-;1? — 1) + C.

i) Calcular [ e?*sen x dx .

Solucéo: Fazendo a seguinte escolha de u e de dv:

u = e du = 2e*dx
—
dv = sen xdzx v = —cCos .
Dessa forma,
I = / e sen zdr = —e* cosx — /(—c-.os r) 2% dr =

— e cosx + 2 /€2T cos wdx.

Aplicando novamente a integral por partes na nova integral

By 2
u = e du = 2e“dx
4-.
dv = coszdx v — sen z,
temos
. 2r ) 2r ) 2x ) .
I = —ecosx + 2(esenx — 2 | e sen xdx
I = —®cosax + 2% senx — 41
5 = EQT(QSE‘.I].’II — cos I) + C.
Logo,
L532:1:
I = /EQT sen rdr = — (25&11 T — oS ’1:) + C.
5

j) Calcular [ xInx dx.



Solucéo: Fazendo a escolha de u e de dv.

[ 1
v = Inz ) du = = dx
— '2
dv = zdr v =
\ 2
Essa escolha resulta em
© z? e 1 [ 51
/;rln:rd:z: = —Ina —_—/;I?D—da =
Ji 2 1 2/, T
2 e
x e 1
= —Inxz| - _—[ rdr =
2 1 2 J;
2 : : 2
€ 1 1 z=|¢
= —lne — —=Inl — - —| =
2 2 2 1
B e? [E’Z 1] B e? ¥ 1
2 4 41 4 4
Resumindo, podemos aplicar a formula seguinte:
b b b
/ w(z)v'(z)de = u(x)v(z)| — / v(x)u'(z) dz.

2.4- Técnicas de Integracdo - Integracdo de Poténcias e Produtos de

Funcdes Trigonomeétricas

Embora o conceito de funcdo seja relativamente novo, as funcdes
trigonométricas sédo conhecidas desde a Antiguidade, na forma de tabelas.
Para resolver problemas de Trigonometria aprendemos os valores de

seno e de cosseno de alguns arcos notaveis.



f | sen @ cos @

0 0 1

i3 1 NERN .
: 2 2 ~ 0, 866
™ V2 V2 onoene
1 2 5 = 0,707
T V3 1

3 3 2

’;,T -

5 1 0

As primeiras tabelas trigonométricas foram construidas por Hiparco de
Niceia (180 — 125 a. C.) o que Ihe rendeu o direito de ser chamado de “Pai da
Trigonometria”. As principais contribuicbes de Hiparco a Astronomia foram a
organizagao dos dados obtidos empiricamente pelos babilonios, bem como a
elaboracdo de um catalogo estrelar. A tabela trigonométrica que ele construiu
associa a cada angulo inteiro o comprimento da corda que esse angulo

determina em um circulo de raio igual a 60. Por exemplo:

corda(30”?) = AB = 2 x 60 x sen (157) ~ 31, 058.

60

op
=

60

B
AO = OB = 60 sen(15")

Revendo algumas identidades trigonométricas:

sen x

a)tgx =

Cos X

Cos x

b) cotg x =

sen x

C) secx =
Cos X



d) cossec x =
senx

e) sen’x + cos*x =1

fysec?’x=1+tg?*x

g) cossec* x =1+ cotg *x

h) sen (a + b) = sena a.cos b + senb.cos a
i) cos (a + b) = cosa.cosb +sena.senb

j) cos 2x = cos’x —sen?x

1+cos2 x

1,1
k)coszx=5+ ;C0S2x ou cos’x = .

1—cos 2x
2

11
)sen >x = - — ~cos2x ou sen’x =

m) sen 2x = 2 sen X .cos x

2.4.1- Integracédo de Poténcias de Seno e Cosseno

Caso 1:
: S sen” u du ou S cos” u du, onde n é um inteiro impar.
Exemplos:

a) Calcular [ cos ? x dx.

Solucéo:

fcos3 x dx = | cos? x{cos x dx)

= m(1 — sen? x)(cos x dx)

"
= | cos x dx — fsen2 X COS X dx

Para a segunda integral do lado direito observamos que sendo

d(sen x) = cos x dx, temos:



S sen? x(cos x dx) = + sen’ x + C,
Como a primeira integral do lado direito € sen x + C,

Scos3xdx= senx — 5 sen’x + C

b) Calcular [ sen® x dx.

Solucéo:
S sen® x dx = S (sen? x)? sen x dx

= S(l — cos? x)? sen x dx
= j(l — 2 cos? x + cos* x) sen x dx
= jsenxdx -2 S cos? x sen x dx + Scos‘xsenxdx
= —Ccosx + 2 gc:os2 x(—sen x dx) — 5cos4 x(—sen x dx)
= —cosx + +cosx — +cosSx + C

Caso 2:

S sen” x cos™ x dx, onde pelo menos um dos expoentes é impar.

Obs.: a solucéo deste caso é semelhante a do caso 1.
Exemplos:
a) Calcular [ sen® x.cos * x dx.

Solucéo:

S sen’® x cos* x dx = | sen? x cos* x(sen x dx)

(1 — cos? x) cos* x(sen x dx)

I
ey, ) ey

cos* x sen x dx — S cos® x sen x dx

= ~+cos’x + L cos"x + C



Caso 3:

S sen” u du e S cos” u du, onde n é um inteiro par.

Obs.: O método utilizado nos casos 1 e 2 nao funcionam neste caso.

Usaremos as seguintes identidades trigonométricas:

\ 1 — cos 2x ) | + cos 2x
sen? x = ———— CO8” X = ——on————
2 ,_ 2
Exemplo:
a) Calcular [ sen? x dx.
Solucéo:
1 — cos 2x
fsenz x dx = dx
2
_1 1
=3Xx —3%en2x + C
Caso 4:

S sen” x cos™ x dx, ambos m e n sdo pares.

Obs.: A solucédo deste caso é semelhante a do caso 3.
Exemplos:
a) Calcular [ sen? x.cos*x dx.

Solucéo:



f sen? x cos* x dx

_ 1 —cos2x\ /1 + cos 2x 2d
= 5 3 x

1 1 . '
de +§Jcos 2x dx — gjcosz 2x dx Féfcosﬁ 2x dx

8
1 1 1 1+4cosdx
§x+—sen2xf— —

1
P _ 2
T3 3 dx g J(l sen? 2x) cos 2x dx

______Icoszxdx+%Jsen22xcos 2x dx

x sen2x send4x sen 2x sen’2x
- + +C

16 16 64 16 48
x sen®2x sen dx C
"6t @ " e T

b) Calcular [ sen*x. cos*x dx.

Solucéo:

Se usarmos a identidade sen x cos x = 4 sen 2x, teremos

1 r
fsen“ x cos? x dx = — | sen* 2x dx

16 |

1 (/1 —cos4dx\?
—Ts..(——'z )""
_ ! r'd : os 4x d +1 24xd
_64dx320 xx64cosxx
X sen4x+i 1+cosSxd
~ 64 128 | 64 2 *

x sendx X sen 8x

+C

=64 128 T128 T 1024

_' 3x _sen4x+sen8x+c
128 128 1024

O préximo exemplo envolve um tipo de integral contendo um

produto de seno e cosseno



c) Calcular [ sen 3x.cos 2x dx.
Solucgéo:
Obs.: Usaremos as seguintes identidade trigonométrica:

sen mx cos nx = + sen(m — n)x + + sen{(m + n)x

S sen 3x cos 2x dx = g (+ sen x + + sen 5x) dx

= %S sen x dx + %SsenSxdx

= —3COSX - 55 C0s 5x + C

2.4.2- Integracao de Poténcias da Tangente, da Cotangente, da Secante e

da Cossecante

Vamos lembrar algumas fdérmulas envolvendo tangente,

cotangente, secante e cossecante:
ftguduzln{secu\JrC fcotgudu =In |senu| + C
fsec udu=Inlsecu +tg u| + C fcosec v du=In|cosec u—cotg u|+C
fseczudu=tgu+c J‘coseczudu= —cotgu + C

fsec utgudu=secu-+ C ~fcosec ucotgudu = —cosecu + C

Com essas formulas e as identidades trigonométricas
1 + tg>u = sectu I + cotg? u = cosec? u
podemos calcular integrais da forma
s tg” u sec"udu e g cotg™ u cosec” u du
onde m e n sdo inteiros ndo-negativos.

Vamos distinguir varias integrais dessa forma:



Caso 1:

S tg” u du ou S cotg” u du onde n é um inteiro positivo.

Escrevemos:
tg"u = tg" " 2utgtu cotg” u = cotg” ~ 2 u cotg? u
= tg" " *u(sec® u — 1) ' = cotg" -2 u(cosect u ~ 1)
Exemplos:

a) Calcular [ tg3® x dx.

Solucéo:

Stg3xdx = Stg x(secz2 x — 1) dx
= Stgxseczxdx— Stgxdx

= 5 tg2x + Infcos x| + C

Exemplos:
b) Calcular [ cotg* 3x dx.

Solucéo:

S cotg 3x dx = S cotg? 3x(cosec? 3x — 1) dx

S cotg? 3x cosec? 3x dx — S cotg? 3x dx

2

L(-cotg? 3x) — S (cosec? 3x — 1) dx

= — Scotg?®3x + +cotg3x + x + C

Caso 2:

S sec” u du ou S cosec” u du, onde n € um inteiro par positivo.



Escrevemos:

sec” u = sec” -2 u sec’* u " cosec™wu = cosec”" "2 wucosectu
= (tg>u + 1) -2 sec? u = (cotg? u + 1) - /2 cosec? u

Exemplo:
a) Calcular [ cossec® x dx.

Solucgéo:

S cosec® x dx = | (cotg? x + 1)* cosec? x dx

S cotg*x cosecix dx + 2 S cotg?x cosec’x dx + S cosec? x dx
= —=tcotg’x — %cotg’x — cotgx + C

Caso 3:

g sec” u du ou ( cosec” u du, onde n € um inteiro impar positivo.

Para integrar poténcias impares de secante e cossecante usaremos
integragdo por partes.

Exemplo:
a) Calcular [ sec3® x dx.

Solucéo:
Seja u = sec x e dv = sec? x dx.
Entao:
du = secxtgxdx e v =tgx

Logo,



§sec3xdx = secxtgx — Ssecxtgzxdx
Ssec3xdx = secxtgx — Ssec x(sectx — 1) dx
Ssec3xdx = sec X tg x — jsec-"xdx + Ssecxdx

Somando 5 sec? x dx a ambos 0s membros, obtemos

255ec3xdx = secxtgx + In[sec x + tg x|-+ 2C

Ssec3xdx = rsecxtgx + tIn|secx + tgx| + C

Caso 4:

Stg’" u sec” u du ou s cotg™ u cosec” u du, onde n é um inteiro par
positivo.

Exemplo:
a) Calcular [tg® x sec* x dx.

Solucéo:
S tgd x sect x dx = | tg® x(tg2 x + 1) sec? x dx

= Stg7xsec2xdx + gtg5xsec2xdx

I

+tgfx + ¢tgfx + C

Caso 5:

S tg™ u sec™ u du ou S cotg™ u cosec” u du, onde m é um inteiro

impar positivo.

Exemplo:



a) Calcular [tg® x sec” x dx.

Solucgéo:

X tg® x sec’ x dx tg* x sec® x sec x tg x dx

= 5 (sec? x — 1)? secS x(sec x tg x dx)

5 sec® x(sec xtg x dx) — 2 S sec® x(sec x tg x dx) + 5 sect x(sec x tg x dx)

= 4rsec! x —Zsec® x + +sec’x + C
Caso 6:
S tg™ u sec” u du ou S cotg™ u cosec™ u du, onde m é um inteiro par
positivo € 7 € um inteiro impar positivo.
O integrando pode ser expresso em termos de poténcias impares

de secante e cossecante.

Exemplo:

a) Calcular [tg? x sec® x dx.

Solucéo:

ftgz x sec® x dx (sec? x — 1) sec® x dx

= {sec’® xdx — fsec:" x dx
o/

Para calcular cada uma dessas integrais usamos integracdo por partes, confor-
me foi indicado no Caso 3.

2.4.3- Integracédo por Substituicdo Trigonométrica

Quando o integrando possuir expressdes do tipo \/a2 —u?, \/a2 +u? ou

Ju? —a?, sendo a > 0, geralmente é possivel efetuar a integracéo através de
uma substituicdo trigonométrica que levara a uma integral envolvendo fungdes

trigonométricas.



Caso 1: O integrando possui uma expressao da forma v a* —u? , sendo a> 0.

Introduzindo uma nova variavel 8 e tomando u = a sen 6, em que

0<0<4n seu20 ¢ —52<0<0 seu<O

Entdodu=acos6 d6,e

a®> —u? = \Ja®> — a*sen? 0
= Ja*(1 — sen? 6)

a+/cos? 0

Como —+7 < 6 < +n, cos @ > 0. Entéo +Jcos? § = cos 6, ¢

a? —u* =acos 0

Comosen § = u/ae —5n < 0 < 5,

u
8 =sen~! -
a

Exemplo:

a) Calculef Y% dx

xZ

Solucéo:

Sejax = 3senf,onde0 < 0 < Lmwsex>0e —57 < 9°< 0se
x < 0. Entdo dx = 3 cos 8 dOe

\,’9ﬁ4'3~'—2 = 4/9 — 9sen?d

= 3. /cos? 0
=3¢cos b
Logo,
" /9 — x? 3 cos 0
X dx = ———(3 0do
J x? dx j 9sen2 0 (3 cos )
- fcotgz 9 do

= f(cosecz g - 1)do

=—cotgd — 6 + C



Como sen 8§ = +xe —4n < 0 < +n, 6 = sen~! 4x. Para encontrar cotg 6,
consulte as Figuras 1 (para x > 0) e 2 (para x < 0). Observe que em ambos
os casos cotg 8 = /9 — x%¥/x. Logo,

o _ .2 o __ 2
Judx= ——gx—x—sen—'i—kC
X

2 3
+ +
1 Vo —x2 >+
o ]
x
3
J‘_
x<0

FIGURA 2

" FIGURA 1

Caso 2: O integrando possui uma expressio da forma +a* + u?, sendo a > 0.

Introduzindo uma nova variavel 8 e fazendo u = atg 6, em que

0KO<+tn seuz0 e -32<6<0 seu<0

Entao,
du = asec?0do, e
Vat +u? =Ja* + a® tg2

= a+/1 + tg? 8
= g./sec? 6

Exemplo:

a) Calcule [+/x*+5 dx
Solucéo:

Substituimos x = \/Stg 6, onde 0 < § < L7 se x > O e
~37m < 8 < 0sex < 0. Entdo dx = V5 sec? 6 db e



JX2+5=./51g20 + 5
= /5+/sec? 6
= ﬁsec@

Logo,

f\/xz + Sdx = f\/g sec 0(~/5 sec? 8 db)

5 fsec3 0 do

I

Usando os calculos feitos anteriormente, temos:
f\/xl + 5dx = 3secOtgf + S In|secd + tg 8| + C

Determinamos sec 6 das Figuras 3 (para x > 0) e 4 (para x < 0), onde
tg 8 = x/V5. Em ambos os casos vemos que sec 6 = /xZ + 5/V5. Logo,

5 Ux*+5 x5 L/xP+5  «x
VXt + 5dx =< =+ =1 +—=|+C
R R SRt L v S

Observe que substituimos — 3 In V5 + C pela constante arbitrdria C,. Além disso,
como /xZ + 5 + x > 0, retiramos as barras de valor absoluto.

FIGURA 4

FIGURA 3



Caso 3: O integrando possui uma expressao da forma vu? — a2, sendo a> 0.

Introduzindo uma nova variavel 6 e fazendo u = a sec 6, em que

0<O0<47m seuz>a e n<O<3in seu< —a

Entdodu = asec8tg 80 do e
Ju? —a? = \Ja? sec® 0 — a®
= Ja*(sec2 6 — 1)

= a/tg? 6

Como0 <O <+rmoum <6<+mtgd > 0. Assim,Vtg2 8 = tg 6, e temos

Jur —a*=atgh

Como sec § = u/a e 0 estd em [0, +m) U (7, +7),

L u
0 =sec” ! -
a

Exemplos:

dx

a) Calcule [ o
X' VX" —

Solucéo:
3sech,onde0 < 6 <Imsex>3enm <6< Irmse
3secOtgBdBe

Seja x

x < —3. Entdo dx

IxP—9=.9sec?6 -9
= 3./tg? 6

=3tg @

Logo,



3secHtg 6 do

dx
jx3\/x2—9—J27sec39-3tg9

= 35 | cos? 0 do

=327 | (1 + cos 26) 40

= 37(0 + $sen26) + C
(0 + senfcos 0) + C

H

Como sec 8 = +xe @ esta em (0, 7)) U (m, 37), 8 = sec~! +x. Quando
x> 3,0 < 6 <m, e obtemos sen 6 e cos 0 da Figura 5. Quando x < -3,
mT < 6 < 3, e obtemos sen A e cos § da Figura 6. Em ambos os casos
sen 8 = Jx2 — 9/xecos 8 = 3/x. Logo

dx _ 1 sec-! X .
x3,/x2_9~54 3 X
1 X x2 -9

= — -1
5% 37 s

™
L

5>+
-V -9
- X
x< =3
FIGURA 5 FIGURA 6
dx
b)CaIcuIefm

Solucéo:



Sejax = Ssecf,onde0 < O < tmsex >Sen <6< Jmse
x < —5.Entdodx = SsecOtgfdbe

JxT =25 =/25sec? 6 — 25
= 5,/tg? @

=5tg 0

Logo,

J' dx [ SsecOtg6dd
Jx2 =25 ] S5tg 6

r‘sec 8 dob

o/

In|sec 6 + tg 6] + C

Para encontrar tg 6, consulte a Figura 7 (para x > 5) e a Figura 8 (para
x < —5). Em ambos os casos, sec § = t+xetg § = ++/x* — 25. Temos,

entao,
2 S
L SN LN E St =] B
x2 =25 5 5
=lInlx + /x2 = 25|-In5+C
=Inj{x + /x* — 25|+ C,
+
M +
J
s (1N,
— /o
x2 =25 5
—Vx2 =25 SR A
+
x< —5
x>5 ~ FIGURA 8
FIGURA 7
dx

c)Calcule ff 3
(6-x* )2



Solucgéo:

Para calcular a integral indefinida 5 dx/(6 — x%>*? fazemos a

substituigdo x = \/6_ sen 0. Nesse caso, podemos restringir 8 ao intervalo
0 < 0 < 3, pois estamos calculando uma integral definida para a qual x > 0,

uma vez que x esta em [1, 2]. Assim, x = /6sen 6,0 < 6 < 17, e dx =
= /6 cos 6 df. Além disso,
(6 — x?)3% = (6 — 6 sen? §)3/2
= 6./6(1 — sen? §)*/2
= 6+/6(cos? 6)3/2
= 6./6 cos® 8

Logo,
j dx _J'\/gcosé’d(?
(6 — x?)*? 6/6 cos® 8

1 do
"6 ) cos? @
! sec? 0 do
"6
=stgf + C

Encontramos tg 6 da Figura 9, na qual sen 6 = xV6e0 < G%n. Assim,

tg 8 = x/+/6 — x2, e portanto
dx _ x i
(6 —x3) " 6. /6 — x2

Logo,

-r ix  x ]2
)1 (6 —x?)3? 6+/6 — x% |1




(o]
FIGURA 9

2.5- Técnicas de Integracdo — Método das Fracdes Parciais

Este método permite lidar com integrandos que s&o quocientes de
polindmios. Quando o grau do numerador for maior que o grau do
denominador, pode-se utilizar o algoritmo da divisédo de Euclides para escrevé-
lo como uma soma de um polindmio e um quociente cujo grau do numerador €
menor que o grau do denominador. Assim, vamos nos dedicar a esses tipos de
guocientes de polinébmios: o grau do denominador € maior do que o grau do
numerador. Nesses casos vamos empregar um resultado da Algebra que nos
permite reescrever 0 quociente como uma soma de quocientes mais simples,
as chamadas fracdes parciais, sendo cada uma delas possivel de ser

integrada.

2.5.1- Decomposicao em Fracdes Parciais

p)
q(x)’

gue o grau de g, que por conveniéncia podemos considerar ménico (o

Dado um quociente de polindbmios tal que o grau e p € menor do

coeficiente do termo de maior grau € 1), ele se decompde em uma soma de

fracOes, correspondentes a decomposicao de q(x) em fatores primos. Isto €, se
gz) = (x—a)) ... (x —an)™ (22 + bz + )" . (22 + bz + cn)*,

COM a1, ... 0m, b1, ... .bp 1, ..., cn € R, tais que b? —4c; < 0, € Ji, ..., 5m.

k1, ..., k, inteiros positivos, ent3o existem constantes unicamente determinadas

tais que



3
=
.

Ay, o~ Biuz+C,
(z —a;)" " ZZ (22 + bz + ;)"

i=1 r=1 i=1 r=1

Veja algumas decomposic¢Oes de fragOes parciais:

42 — 9r — 1 1 N 1 N 2
(z4+1D(z—-2)(z—-3) z+1 r—2 -3
6zt + 2% — 202 — 5xr — 22 B 1 N 2 N 1 N 3r+1
(x+1)2(z—2)(z2+4)  (z+1)2 T+ 1 r—2 r2 44’
-zt 4+ 3% —4x?+ 1 — 2 =1 " 1 N 1 2
(2% 4 1)222 (224 1)2 2 +1 x %

Para usar o método das fragdes parciais para integrar [ %dx,

precisamos:

a) Decompor o polinémio q(x) em seus fatores primos.

b) Determinar as constantes da decomposicéo em fragdes parciais.
c) Saber integrar cada uma das fracdes parciais.

Observacao:

As formulas

1 1
/—d;:c = Injz| + C e / ~dr = arctanz + C
J J 1+4a?

Resolvem os seguintes caos tipicos:

1
f dr = Injz+1] + C;
x+1

3 3 r+1

_dr = —Lun.( ) C
l/5+2$+$2£ g et {y) T
/ r+1 | In(z? + 2z + 2)

dr = C.
221or 12" 2 +




Exemplos:

x—5

dx.

a) Calcular aintegral [

x*—x-2
Solucéo:

Sabemos que x> —x — 2=(x+ 1) (x—2).Assim, o integrando pode
ser escrito como uma soma de fragGes parciais. Isto é, existem constantes A e

B, tais que:

r—>5 A B
2 —x—2 T+ 1 r—2

Podemos fazer,

r—>5 A B
——dx = dx dx
/1132—9:—2 ‘ /:I.‘-Jrl T—'_/LB—Q :

= Alnlz+1] + BIn|z-2| + C.

Ha uma forma simples de calcular essas constantes. O integrando

A

f(x) - x+1

limites a seguir:

+ xl_lz esta definido em R — { — 1, 2}. Podemos fazer os céalculos dos

- D — o (EEDA (@+D)B
= lim (4 + (:E_:_UQB) = A

lim(z — 2)f(z) = lim z-24  (-2)B

r—2 r—2 r+1 r— 2
r—2)A
~gm (EZ2A L p) -3
r—2 T—I—l

Ou seja:



(z+1)(z —5) r—5 —6

A::rl—}m—ll 2 —3—2 :xl—l}njl:r—Q :——3:2
e
r—2)(x—5 - — § —3
leim(l_ )(@ ):limT - = — = —1.
r—2 72— 7 —9 r—2 4+ 1 3

Agora podemos escrever a solugado completa da integral:

fz;r—!i d.r:f?_dm—/ld;r
Tt —x — 2 r+1 J r—2

= 2Inlz+1 — Inlz—-2|] + C.

b) Calcular fxxz_l;;m dx.

3_x2-5x-3
Solucéo:
Inicia-se a decomposicdo do denominador, cujas possiveis raizes

inteiras sdo + 1 e + 3. Na verdade, a decomposicdo €
23—z —5r—3 = (x4+1)*(z —3).
Levando em conta a multiplicidade da raiz (— 1), as fracbes parciais

ficam

r? —5x —10 Ay A B

‘ =~ + + :
73— 1? — 51— 3 (x+1)2 r+1 r—3

Calculando as constantes A; e B.



r?2 —bHr —10

Seja f(z) = — 5 , o integrando. Enti3o,
r® —x*—5xr —3
B(z +1)?
A = liml(:f. +1)* f(z) = liml (,411 + As(z+ 1)+ (I—_‘_S})
T — Ir—+— r —
. 22 =52 —10 —4
Av= Jm ey s g = b

B = lim(zr—3) f(z) = lim (Al(r —3) + Ax(z — 3) + B)

r—3 r—3 (_1". —+ 1)2 r+1
z? — 5z — 10 —16
B = 1 = —— = —1.
23 (x4 1) 16

Para calcular A2, a constante restante, basta avaliar a funcéo

r? — 5z — 10 1 As 1

3—22-5r—3 (:1?—|—1)2+:c—|—1 r—3

I

Em algum valor conveniente de x. Pode-se fazer, por exemplo, x = 0.

—10 1
1+ A, - —
3 T A 3

gue acarreta A2 = 2, podendo agora calcular a integral:
r? —5x — 10 1 2 1
lr = dr lr — d:
fxi!—xz—sx—.?,” /(:c+1)2 I+/x+1”‘ /:1?—23 !
1

r+1

+ 2lnjz+1] — Injz-3| + C.

c) Integrar

203 + 12 — Hhr — 8
I = ‘ dr.
4+ 273 L — 20 — 2

Solucgéo:



As possiveis raizes inteiras do polindmio x* + 2x3 + x2—2x—-2 sdo*1le

+ 2. Sua decomposicao é

4207 2 — 20 -2 = (x4 1)(x—1)(2% 4+ 22+ 2).

Portanto, a decomposicédo em fragcdes parciais do integrando leva em

conta o termo indecomponivel de grau dois.

273 + 12 — hr — 8 Ar+ B D E

@)= a9 ~ Pyrmss T 251 T Io1

O expediente dos limites nos ajudara a calcular as constantes D e E.

278 + 2% — 5r — 8 —4
D = 1 - f(zx) = 1 = — = 2

A D) = lim e ) T

e

, y . . 24+ 22 —bHr—8 —10

B =m0 = e rary ~ 10
Portanto,
2x3 + 12 —5r —8 Ar+ B 2 1

— = — 4
7t 4293 12 — 290 — 2 72+ 27+ 2 r+1 r—1

Fazendo x = 0, obtém-se B = 2. Para calcular A, pode-se escolher outro
valor para x, diferente de 1, — 1 e 0. Fazendo x = 2, obtém-se A= 1. Com essas
informacfes e escrevendo x2 + 2x + 2 = (X + 1)2 + 1, pode-se efetuar a

integracao:

I:/&di'—F/ Z.dr—] 1,
(x+1)2+1 r+1 r—1

r+1 1 2 1
L= /(:c+1)2+ldr+/(-r+1)2+1d:€+/x+1d$_/x—1dr

1 2(z +1) f 1 / 2 / 1
I = — —dx dr — d:
](r+1j2+1r+ (:c+1)2+1”+ P 1

In(z? +2r 4+ 1) +arctan(z + 1) +2Injz + 1| —In|z — 1| + C.

(SR Wl |



Como podemos observar, o termo indecomponivel de grau dois dividiu-
se em duas integrais, uma envolvendo logaritmo e outra arcotangente, Nos
casos em que a multiplicidade do termo indecomponivel de grau dois for maior

do que um, podemos fazer o seguinte:

A B
/ T dI——/ 5 dr+B/ dr.
(r? + a?) (22 + a?) (2 + a?)"

A primeira parcela pode ser resolvida pelo método da substitui¢&o:

2x 1 1
/ s o dr = - S S + C.
(2 4+ a?)" 1 —7 (22 +a?)"!

A segunda parcela pode ser calculada pela féormula de reducao a seguir:

/ 1 ; T 2r — 1 / 1 4
dr = + 7.
(22 4 a?)™+! - 2ra®(2? +a?)” 2ra? (2 + a?)"

d) Calcular f( e dx.

Solucéo:
Podemos comecar com a integracdo por partes aplicada na integral

dxe v = X

(2 4)2

Aplicando a férmula de integracao por partes, obtemos:

/ 1 f T / —2x? ;
dr = — - dr
x?4+4 r? +4 (z2 +4)2
, .




Manipulando essa igualdade, obtemos

S] ! 1 ! + f L dx
(2?2 + 4)? r? 4+ 4 r2 44

L4 * 1 ctanl 4+ ©
— Y 0r = ——F0 — arctan —
(2?2 + 4)? 8(x? +4) 16 2

2.6- Técnicas de Integracdo: Funcdes Trigonométricas Hiperbdlicas

Certas combinacdes de e* e e™ aparecem tdo frequentemente nas
aplicacbes de Matematica que receberam denominacdes especiais. Duas delas
séo as funcdes seno e cosseno hiperbdlicos.

Definicéo 1:

A funcdo seno hiperbélico ¢ definida por

eX — e—x
2

O dominio e a imagem sdo o conjurnito de todos os niimeros reais.

senh x =

Definicao 2:

A funciio co-seno hiperbélico é definida por
' ex + e~
2

O dominio € o conjunto de todos os numeros reais € a imagem € o conjunto
de todos os numeros no intervalo [1, + ).

cosh x = .

Como
senh{—x) = A cosh(—x) = ¢ _te
2 2
_ _e"—e"‘ = cosh x
B 2



0 seno hiperbdlico é uma funcdo impar e o cosseno hiperbdlico é uma funcéo

par.
Yy
a4 4
3_
2|~ 4
1 3
[ | 1 o
-2-1/]01 2 2
—2f Lt
-3 —-2-101 1 2 ’
iy y = cosh x
y = senh x FIGURA 2

FIGURA 1

As formulas das derivadas das funcdes seno e cosseno hiperbdlicos séo
obtidas aplicando as definicbes 1 e 2 e derivando as expressdes envolvendo

funcdes exponenciais. Assim

D (senhx) = D, (i ) D (cosh x) = D, (£>

2 2
_ex_l_e—t _ex_e—x
2 2
= cosh x = senh x

Dessas formulas e da regra da cadeia temos o0 teorema a seguir.

Teorema 1

Se u for uma funcdo derivavel de x,
D, (senh ) = cosh v D,u
D, (cosh u) = senh u Du




Como D, (senh x) > 0 para todo x, a fungdo seno hiperbélico é crescente
em todo o seu dominio. Com essa informagdo, com o conhecimento de que ela
€ uma fun¢do impar e com alguns valores obtidos da tabela de fung¢des hiperbé-
licas no apéndice, tragamos o grafico da fungio seno hiperbdlico da Figura 1.

A funcdo co-seno hiperbdlico é decrescente no intervalo (— o, 0] pois
D, (cosh x) < O0sex < 0e¢ écrescente no intervalo [0, + o) pois D, (cosh x) > 0
se x > 0. Além disso, o co-seno hiperbélico é uma fungdo par. Com estas in-
formagdes e com alguns valores do cosh x encontrados com uma calculadora,
tracamos o grafico da funcdo co-seno hiperbolico da Figura 2.

As quatro fungdes hiperbdlicas remanescentes sdo definidas em termos
das funcbes seno e cosseno hiperbdlicos. Elas satisfazem identidades
semelhantes aquelas satisfeitas pelas fungdes trigopnométricas.

Definicéo 3:
As funcdes tangente, co-tangente, secante ¢ co-secante hiperbélicas séo defini-
das da seguinte forma: :
senh x
tgh x = : 1
g x cosh x )
cosh x
otgh x = 2
cotgh x senh x @
~sech x = R 3)
cosh x
cosech x = 1 - 4)
senh x

A funcdes hiperbdlicas da definicdo 3 podem ser expressas em termos

das funcBes exponenciais, usando as definicbes 1 e 2. Temos

ex —_— e—x ex + e—x
tghx = "~ cotghx =~
e* + e~ er — e
2 _ 2
secchx = —MW—— cosechx = ——
ex + e“x ex — e—X




FIGURA 3

Um esboco do grafico da fungcéo tangente hiperbdlica esta na figura 3.
Observe que das figuras 1, 2 e 3 podemos concluir que essas funcdes , ao
contrario das funcgbes trigonométricas correspondentes, ndo sao periodicas.
Existem identidades satisfeitas pelas funcfes hiperbdlicas que sédo similares
aquelas satisfeitas pelas fungbes trigonomeétricas. Quatro delas foram

apresentadas na definicdo 3. As outras quatro identidades séo as seguintes:

teh x = cotglh x )

cosh? x — senh2x = 1 ' (6)
I — tgh? x = sech? x ' N

1 — cotgh? x = —cosech? x 8)

A identidades (5) segue imediatamente de (1) e (2). A seguir temos a

demonstracao de (6).

e*+e ¥\ [eF—e *\
cosh?x —senhzx = (E 2} (£ =€~
cosh? x — senh? x ( 5 ) ( ) )

=12 4+ 2% + 72 — 2% 4 20 — e72%)
1



A identidade (7) pode ser demonstrada usando as férmulas de tgh x e
sech x em termos de e* e e™* como na demonstracdo acima, ou entdo uma
prova alternativa pode ser feita usando outras identidades, como:

senh? x

l —tgh?2x =1 —
g cosh? x

cosh? x — senh? x
cosh? x

1
cosh? x

= sech? x

As vezes é muito Util o emprego das relacbes que decorrem das

definicbes 1 e 2.

cosh x + senh x = e~ 9)

coshx — senhx = e~ (10)

Elas sé@o usadas na demonstracdo da seguinte identidade:

senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x séﬁh y an

Da definicdo 1:

ex+}’ — e—(x+y)

senh (x + y) =

e*e’ — e~ *e”
2

Aplicando (9) e (10) ao segundo membro da igualdade anterior,

obtemos:

senh (x + ») = +(cosh x + senh x) (cosh y + senh y) — (cosh x — senh x) (cosh y ~ senh y)]



Efetuando os calculos do segundo membro da igualdade acima e
combinando o0s termos obteremos a identidade (11). Da mesma forma

podemos provar a

cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y (12)

Se em (11) e (12) y for substituido por X, iremos obter as formulas

~ senh 2x = 2 senh x cosh x (13)

cosh 2x = cosh? x + senh? x (14)

A férmula (14), combinada com a identidade (6), nos fornece duas

formulas alternativas para cosh 2x, que sao

cosh 2x = 2senh?x + 1 (15)
cosh 2x = 2 cosh’x — 1 (16)

Resolvendo (15) e (16) em senh x e cosh X, respectivamente, e

substituindo x por ¥ x , iremos obter

cosh x — 1
/ sex =
senh— (17)
cosh x—1
/ sex <0

X cosh x + 1
— 18
cosh 5= / 5 (18)

N&o temos um simbolo + no segundo membro de (18) pois a imagem da
funcdo cosseno hiperbolico é [1, +=). Para encontrar a derivada da funcéo

tangente hiperbdlica usamos algumas identidades.



senh x

D, (tghx) =D
cosh x

cosh? x — senh? x

cosh? x

1
cosh? x

sech? x

|

As formulas de derivacdo das fun¢des hiperbdlicas remanescentes sdo
as seguintes: Dy (cotgh x) = - cossech?; Dy (sech x) = - sech.tgh x; Dy (cossech
X) = - cossech x . cotgh x. Dessas formulas e da regra da cadeia temos o

teorema a seguir.

Teorema 2

Se u for uma funcdo de x derivavel,
D, (tgh u) = sech? uDu
D, (cotgh u) = —cosech? uDu
D, (sech ¥) = —sech u tgh uD.u

D, (cosech ) = —cosech u cotgh uD u

Podemos observar que todas as férmulas das derivadas das funcdes
hiperbdlicas seno, cosseno e tangente possuem sinal mais, enquanto que as
derivadas da cotangente, secante e cossecante hiperbdlicas todas tém sinal
menos. Essa € a Unica diferenca entre as formulas das funcdes hiperbdlicas e

trigonométricas.

Exemplos:

a) Ache dy/dx sendo y =tgh (1 — x2

Solucgéo:



sech? (1 — x?) - D(1 — x?

—2x sech? (1 - x?)

dx

b) Ache f’ (x) sendo f(x) = In senh x.

Solucéo:

1

+ cosh x
senh x

J (%)

cosh x
senh x

= cotgh x

As formulas de integracéo indefinida do proximo teorema decorrem das
férmulas de derivacédo dos Teoremas 1 e 2.

Teorema 3:

s senh u du = éosh u + C
Scoshudu = senh u + C

S ééch2 udu - r,trgh u + C

S cosecl:h2 udu = —cotgu + C

S sech w'tgh u du = :——sech u+C

S cosech u cotgh u du = cosechu + C




Os métodos utilizados para integrar as funcdes hiperbdlicas séo
similares aqueles usados para func¢des trigonomeétricas.
Exemplos:
a) Calcule [ senh x cosh® x dx.

Solucéo:

S senh x cosh? x dx = S cosh? x (senh x dx)

= gcosh’x + C

b) Calcule [ tgh® x dx.

Solucéo:

g tgh? x dx — sech? x) dx

j @
S dx — S sech? x dx
X

- tghx + C

Exemplos:
1- Calcule [ x (In x)? dx.
Uma substituicdo simples, como u = Inx néo parece muito apropriada,

uma vez que temos x multiplicando (Inx)2. Isso seria interessante se o fator
T 1 -
multiplicando (Inx)2 fosse - Podemos abordar o problema utilizando a

integracao por partes. Fazendo dv = dx, teremos, u= X. (Inx)2. Assim,

. l
du (In £)* + 2z (ln x) _] dr
a

. . .
(In z)* + 2 In x|dz.

Entao,



5 "y " r - o C
fJ‘:]I!] r) dr r?(ln 7)* — / (In z)* + 2 In z|dr
2 (ln z)* — /J' (In )*dr 4 /23' In zdr.

Reunindo os termos iguais temos:

2 f:' (In z)%dr (ln )* — f?r In xdz.

Agora, basta resolver a integral [ 2xInx dx.

Usando a integracéo por partes, faremos u = In x e dv = ex dx. Portanto,

1 ,
du = - dx .Isso nos da:

jf:‘ In zdr 2 lnr — jrrf:r'

2

-1
o

2

lnr — .

Finalmente, podemos concluir nosso célculo original.

. ry ] oo W 1
f:' (In z)*dx 5 (lnz)?* — [ 2z In xdr
l-r mz? - 2lnr r — |
] - 2 d
| . 1 .. r? .
e nz)? — Zr¥n a2 _ ¢
2 2 {

1
2- Calcule [ —— dx
x3 +x2
Esta integral apresenta como dificuldade o fato de a variavel x aparecer
com diferentes expoentes fracionarios. Nesse caso, a melhor estratégia é

utilizar uma substituicdo simples para eliminar os expoentes fracionarios.

1 1 1 1
Considerando u = xé , teremos x3 = u?> e xz = u3. Como u = xs, podemos

fazer

[ -
du T.‘r' Wedy = ——  dr —  dr=6u*du.
i




Efetuando a divisdo de polindbmios

7! w4+ 1
—u® — w? —u+ 1
_u?
.
Fu” + u
Lo
—u — 1
resto: —1

Temos

6 u? . 1
lﬂ.’u i (v —u+4+1)du — —du
I +u l +u

3 .

li(% — E—} Fu— In|l4 n:|.] FC

1
Substituindo xe¢ no lugar de u, temos

1 r P P .
fﬂ—’h 24?7 — 32 4 62 — 6 In(l +2Y%) + O

3- Calcule [ = dx.
—-X

V4
Este problema sera resolvido por substituicdo trigonométrica. No

entanto, antes da aplicacdo dessa técnica, deve-se fazer um ajuste algébrico.

4r — ° —(x* — 4x) —fr? —dxr + 4 —4)

4— (r® —dr +4) 4— [z —2)%

Esse artificio de célculo é também conhecido como a reconstrucdo do

guadrado. Isso nos da

2 cos @



e, logo, dx = 2cos0df. Mas, x =2+ 2 sen 0. Assim,

x* i (2 +2 sen )2 cos i
Vvdr — 72 o 2 cos @ -

(1+2senf + sen®f)dd

4

—

| 1 y )
4 [H — 2 cos = § — 5 sen feos| + C
1 1 1
4 [H — 2 cos = i — 5 sen feosf| + C
a0 B ) -
4 [—J —2cos ! — 5 sen feos| + C

60 —Bcos @ 4+ 2 Hl;]l feos + O
G0 —6Gecos —2cosf —2sen @ cosd + O

6B —Geos @ —2cos @ (1 +sen ) + C

A resposta deve ser apresentada em termos da variavel x e, se

2c0s0 = \J4x —x?, x =2(1+ sen 0). Além disso, como senf = g — 1, temos

6 = arcsen G - 1). Assim, podemos completar a resolucao:

.
—dr
jr — 7
) T — r o .
6 arcsen I:T — ]:] — Jvdxr — 3 — ;\_.-"-Lr — ¥ + .

4- Calcule [ xVx2 — 2x dx.

Ajuste algébrico:

f_p vt —2rdr f{r — 14+ 1)+/22 — 2¢ dr

f ((r—1)vr2—2r + 22— 2r) dr

[{r —1)v'z? —2rdr + [\,-"'J‘E — 2z dr.

A primeira parcela pode ser resolvida utilizando a substituicdo simples.

. 1 . . .
fi_r —1)v'x2 — 2rdx 5 f W rt — 2 (2 — 2)dr

1 172 u/? !
5 -[n! d!] _3 | f

2 _ )32

3 .

A segunda parcela pode ser resolvida utlizando a substituicdo
trigonométrica.

Ajuste algébrico:



Como

r? —2r41—1 (x— 1)

e — g 1

faremos a seguinte substituicéo:

sec 0.

xr—1

Isso acarreta dx = secOtgdO e Vx?—2 =tg0

Assim,

ftg 0 sec § te §df sec § te® 0dO
f:wx':' # (sec® — 1)d9

fawt'3 fdf — fﬁt*t'f’ﬂ’!ﬂ’.

Devemos lembrar que as integrais de poténcias impares de secante sao

um tanto trabalhosas. Aqui estao:
. f:-;t*c-uf’rfﬂ‘ ln|sec @ + tg 8] + C.

. | -
. [ﬁt*t"‘é’ﬂ’r’} —secl tgf + _In|sect + tgf| +C.

Pl |

Logo,

f:«'c*t'"ﬂ’rf!?’ - fﬁi*:-uﬂ'-’fﬂ -

Escrevendo a resposta em termos da variavel original x, temos:

—_— . 1 —_—— '
f\.-".. R 2z !'irJ‘ G :.J" — |.: 1.-"..""' — 2r — ; ]I!'I |'\L.-".""2 — 34+ —1] 4 El'z.

| \
sec  tg 6 — —In|sec @ + tg 8] +Cy

g | =

Essa é a resposta da segunda parcela. Segue calculo final.
(r? — 232 1
k i Fo—fx—1)y/x?—2r

f /12 — 2z dr . 3 2
l —_— i
Fr—1]+C.

— — |V 2z

14x% +7x+2
5- Calcule [ (2x2+2x+5)(3x-1) dx.

A expansao em fracdes aprciais tem a seguinte forma

1422 + Tr + 2

(222 + 22 + 5)(3x — 1)

Multiplicando a igualdade por (2x2 + 2x + 5) (3x — 1), temos:



14 + T2+ 2 (Ar+ B)3r—1) + O[22 + 22 + 5§)
3Ar* — Ar + 3Br — B+ 202 + 2Cr + 50
(BA+20) + (-A+3B+20)r — B+ 50,

Isso nos déa o seguinte sistema de equacdes lineares:

A+ 20 14
—A+3B+2a2C T
—2B 4+ 50 2,

A solucdo desse sistema é: A =4, B=3 e C= 1. Portanto,

2 | T L O Ap 1 ®
Mt Tre2 _AxH3 L
(222 + 27 + 5)(3z — 1) 2r2 +2r + 5 3r—1

A primeira parcela se decompde como a soma de duas integrais: um

logaritmo e um arcotangente.

f dr + 3 ] f 4r + 2 Ir f 1 ]
——dr —_——dx ——dr
272+ 2r 4 5 202 4245 2z + 2r 4+ 5§

Y 1 2 l \
In(2z* + 2r + 5) 4 — arctg (—;r } —;) O

Observe que

2
2 _ 2 5\ = 2 1,92 1 9
2x +2x+5—2(x +x+2)—2(x tx+ o+ 4)—2((x+ 2) + 5
Logo,
1422 4+ Tx 4 2 a 1 2 Ly
- (27 + 2 + 5) 4+ — arcte [ =r + =
f:‘?.r-f F2r +5)(3r —1) & In(22 2z +3) 3 ml“‘(:ar l :3.] l

1 i
b3 In|3z -1 + C.

Unidade 3- Integrais Improprias

3.1- Introducéo

A existéncia da integral definida fab f(x)dx, em que f é continua no
intervalo fechado [a, b], é garantida pelo teorema fundamental do célculo. No
entanto, determinadas aplicacbes do Calculo nos levam a formulacbes de
integrais em que
1. ou o intervalo de integracdo néo é limitado.
2. ou o integrando tem uma descontinuidade infinita em algum ponto do

intervalo [a, b].



Exemplos:

ol ] l
/] —{1 T 2)p da

Trata — se de um exemplo de integral impropria. Essa integral ndo esta

a)

definida num intervalo fechado e limitado, o que fica evidenciado pelo uso do

simbolo ~ como seu segundo limite de integragdo. Ou seja, deseja — se

integrar a funcéo f(x) = sobre toda semirreta [1,~). Segue o grafico de f

1
(1+x)2
sobre o intervalo de integragéo.

I

Estamos lidando com uma situacdo ndo limitada que ocorre na direcao
do eixo Ox. Para dar sentido ao simbolo fl W dx podemos considerar
situacOes limitadas que estdo cada vez mais proximas das situacdo desejada,

ou seja, calcularemosf

1 (1 > dx ,emque t>1, com area bem definida.

Yy

S

Em seguida, vamos estudar o comportamento dessa integral definida
para valores muito grandes de t, usando o conceito de limite.

Inicialmente fazendo o célculo da area.



/'f 1 { 11
E—— ! = —_— —_ - 1
J, vz ™ [+ 1+¢ 2

Quando t cresce ,indefinidamente, — 1%: aproxima — se de 0 (zero).

Formalmente,

lim —+ - =
f——4o0 4 2 :

2 |

Podemos, entdo, dizer que

/1 1 ; 1
— idr = -
J1 [l‘l‘;!_:'z 2

b)

51
[ = dr
Jo VT

Temos, também, um exemplo de integral impropria. Apesar de o

intervalo de integragdo ser limitado, a fungédo g(x) = % nao esta definida no

extremo esquerdo do intervalo. Segue o grafico de g sobre o intervalo de
integracao.

.
|
|
|

1
]

-

8 7
Como no exemplo anterior, estamos lidando com uma situacdo nao-

limitada. Nesse caso, a nao-limitagéo ocorre na direcao do eixo Oy. Para dar

1

. < 8 . . ~ .. L, ;.
sentido a fo 7 dx , consideraremos situacdo limitada que esta proxima da
X



. ~ . 8 1 e
situacdo desejada. Calcularemos fr £l dx, emque O <r <8, com area bem
X

definida. Veja figura a seguir.

Agora, estudaremos o comportamento dessa integral definida para

valores positivos de r cada vez mais proximos de zero usando o conceito de
limite. Inicialmente fazendo o calculo da area.

8

1 3 9 . 3 a9
[r &?d! = 5.!' = 6 — —=r'",

r

%/
. . 3r’3 e L.
Quando r se aproxima de zero, pela direita, -3 também fica proximo

de zero. Formalmente,

. 3 5.
lim 6 — —+%% = 6.
r—0t .

Podemos, entdo, dizer que

[
—dr = 6.
Jo VT

3.2- Integrais Improprias: Formalizando os conceitos

As integrais impréprias sdo o resultado da aplicacdo da teoria dos limites

a teoria de integrais. Os exercicios que envolvem integrais improprias
requerem habilidades na integracéo e no célculo de limites.

Seja f : [a, +o0) — R uma funcao continua. Considere F : [a, +00) —
R a fungao definida por

it
F(t)= / flx) dx.

Assim, para cada valor ¢ > a, F(¢) é a integral de f(z) sobre o intervalo
e, t].



t
Se lim F(t) = lim / flz)dr € R, diremos que a integral imprépria
o I

t—+oo t—+oo
/ - f(z) dz converge e colocamos
- +oo t
£ flz)dz = r_l,i_'_mm F(t) = tEPM/Q flz)dz.

Analogamente, seja g @ (a,b] — R uma fungao continua. Considere
G : (a,b] — R a funcao definida por

b
G(t) = [ g(x) dz.
S
Logo, para cada valor a < ¢ < b, G(t) é a integral de g(x) sobre o
intervalo [t, b].

b
Se lim G(t) = lim / g(zr)dr € R, diremos que a integral imprépria
t

t—at t—a™ |
b
/ glx) dxr converge e colocamos
<

b b
[g{r)dr = lim G(¢) = lim [ flz)dx.

t—at t—at
Exemplo:
[ ]
/ e * cos xdr.
Calcular a convergéncia da integral impropria /0

Vamos, primeiro, caleular a integral indefinida / e * cos rdr. Para
isso, usamos a técnica de integracao por partes, e obtemos
—I

©
[e'r cos rdr = 5 (sen r — cos x) + C.

Agora podemos fazer:

t

t -z
lim e "cos vdr = lim [C (sen © — cos :r)] =
t—+oo Jo t—+oo 2 0
= lim [C_t(sen t —cost) + 1} _ 1
o t—~+oo 2 2 o 2

Como o limite é finito, dizemos que a integral imprdpria converge e

colocamos _
= 1
e eosxdr = —.
Jo 2



Obs.: Uma condicdo necessaria para a convergéncia

Seja f uma funcao continua, tal que [a, co) C Dom(f). Se / f(z)dr

convergir, entao

lim f(z) = 0.

T—rOG

o0
Exatamente! Para a integral impropria f(z)dx convergir é ne-
o I
cessario que a parte positiva do eixo Ox seja uma assintota horizontal da
funcao f. Veja alguns exemplos de fungoes que satisfazem esta condigao:

1 1
: hlr) = ——.
14 2% (z) l+xzInzx

f(z) g(x) =

Veja, também, dois graficos de funcoes com essa caracteristica.

Exemplos:

1) Determine se a integral abaixo € convergente.

/m '.T2 ]
——dr
Ji 1+zn(x)

Solucéo:

a2 2x ) 2
= llm — =

lim :
r—oe | +1In(z)  z—ee l/x

lim —~  —
00 1+ 7 In(7)

Portanto, essa integral diverge.

1

1 —=zx

i
/ dr.
2) Analise a convergéncia da integral imprépria /0



Nesse caso, a funcao g(x) = ﬁ nao esta definida no extremo direito
do intervalo. Assim, devemos adaptar a definicao de integral impropria a
essa situacao.

Devemos, entao, estudar o limite

t

t
1
lim [ : der = lim|[—In |1 —z|]
f.—al__n l_—J,' f—1-

1
= i (1 )
e\t T

Mas, quando £ — 17, 1 — ¢ tende a zero, com sinal positivo. Ou seja,

0

1

5 — +oo. Como lim Inx = +oo ., temos:
T—++00
I t
1 . 1

[ dr = lim / - dr =

Jo ].—.f !—:1‘_[} I.—.T
= lim (111 ) = 4oo

t—1— -

1
Portanto, a integral imprépria / dr diverge.

Jo — &

+o0 1

3) Analise a convergéncia da integral imprépria /' da

— 0 "—l-l—ﬂ.":"]

Neste exemplo devemos dividir a integral em dois casos.

+oa 1 0 1 +oo 1
——dr = ——dxr ——dr.
/_l iy _/__x4+x2 T £ 4+

A escolha do namero O (zero) para dividir o intervalo de integragéo foi

conveniente, mas puramente casual, pois poderiamos ter escolhido qualquer
outro numero.



1 1 T
Lembre-se de que [ 172 dr = 3 arctg 3 + C.
0
Vamos, entao, considerar [ 3 dx. Para isso, devemos fazer:
Jood+rz
0
1 t T
lim dr = lim —= arctg — = —.
t——o0 [L 4+ 22 * t——oo 2 5 2 4
0
Assim, [ ! —dr = z
Joo 4+ 22 4
+oo 1
Agora, vamos considerar [ 5 dr. Nesse caso, fazemos:
Jo 4+=z
t
. 1 . 1 t T
tll-lrp:::o_u 44 22 dr = tE+moc§arCtg§ o I
e ™
Novamente, [ dr = —.
Jo 4 + _.1.:2 4

o
dr converge e

Podemos concluir que a integral impropria [ yp
I
o0

+o0 1
= dr =
.f_w 12

Note que, devido a simetria da funcao f(z) = 1_'_—115 em relagao a origem,

-+

m
5 .

i | H
==

0 +oo
1
o resultado [_ N mdx = [D 172 dr nao chega a surpreender. No

entanto, especialmente nos casos de simetria, é preciso cnidado.

+o0 1
— In = dx.

Jz

4) Analise a convergéncia da integral impropria [
0

Como o dominio de f(r) = % In z é a semi-reta aberta (0, +oc), a
integral apresenta problemas nos dois extremos do dominio de integragao.

Devemos, portanto, dividi-la em dois casos:

-|—301 1 1 +rx.1
—Inzdr = /—ln;rdr-l—/ — In = dx.
[n VT Jo VT S VE

A escolha do namero 1 para dividir o intervalo em dois foi por

conveniéncia.



1 . -
Para calcular [ T In = dr usamos a integracao por partes, fazendo
. I

u=Inzedv=-dr Assim,
W

[—lrlrdr = 2yxzlnz — 4/ + C.

Para a primeira parte, temos:

/—lrlxdx — li%l/—l'flrdr —
ot
— lim(—4—-2vilnt — 41) =

t—0t
= —4.
1
Portanto, — In x = —4 converge.
T
oo
Apgora, [ T In r dz. Veja como as colsas podem mudar:
J1 r

o0 1
[1 ﬁlnxdm = t_l’iinm/. —ln;rd:: =
= 1i1n{2f111¢—2)+4:

t—+oo
= 4o

Como essa segunda integral impropria diverge, dizemos que a integral
o0

impropria / — In xdxr também diverge.
Ve

5) . | _
Sabendo que [ e dr = Ev’ﬁ , calcule [ 22" dz.
Jo Jo

Para resolver o problema deve-se estabelecer uma relagdo entre as

duas integrais. Dessa forma, usaremos a integracéo por partes na integral



_y2 2 . 2
[E’. T dr, colocando uw = e 7 e dv = dr. Assim, du = —2re T drev =1

Portanto,
2 2
fe_r dr = ze ™ +2 /rze T dr
Assim,
¢ 2 2 t 3
/E‘_I dr = te® —|—2/3:2€._I dx
0 0
Agora, tomamos o limite:
t 2 2 t 2
lim [ e der = limte " +2lim [ z%e ™ dr.
t—oo Jo t—oa t—oo Jn
Como o limite
. _42 , f
limte ¥ = lim — =0,
f—o f—o0 et
segue que

£ i
1
lim [ z2¢ T dr = += lim [ e * dz.
]

f—o0 0 2 t—mf_l_

Logo, temos o resultado esperado:

oo t
a2 . g2
f e dr = lim [ e T dr =
0

f—oo 0

1 L
= +- lim [ e T dr =
0

2 t—oa

= 1/ e‘Izd;‘c:ﬁ.
2 Jo 4



6)

Analise a convergencia das seguintes integrals improprias:

of T o[ gy

(c) [ sen x dr (d) [ cos x dr.
S0 J—

o0

= 1 |
[ dr = lim [ dr = lim In [t — 3| = +oc.
Jy .T—g 1——500_4 _1;—3 f— oo

Podemos interpretar essa resposta da seguinte maneira: se x > 4, entao
t

L. = 0. Assim !
z—3 : ! .

r—3
r=4¢cx =1

dr =1In |t—3| éa drea sob acurva y = Ing entre




1

T —

dr = oo significa que, para cada nimero M > 0,

Dizer que /
Ja

1
Jdr =n |t 3]

t
existe um valor de ¢ suficientemente grande tal que [
Jg T

¢ maior do que M.

Em outras palavras, existe um valor de ¢ cuja drea sob a curva corres-
pondente supera o valor de M. Veja que isso ocorre para todos os valores
M = 0. Por exemplo, se M = 1000,

IDS[ID 1
/ dr = In[10°™ —3| = 1151,202 > 1000.
4

T —3

E verdade que os valores de ¢ precisam ser muito grandes, relativos aos

valores de M, mas isso nao é nenhum problema.

b)
4 1
1 1 1 1
——dr = i ——dr = lim —— 4+ ——.
[2 o™ M G T 3T
Quando ¢ — 21, + — 2 — 07 e, portanto, lim L — l = +oo
‘ P io2 2 T
A interpretacao, 1149859 item, é semelhante & do item anterior. A dife-
1 1 1
rencga ¢ que as areas [ mdr =3 t Po—Y com 2 < ¢ < 4, aumen-

tam indefinidamente na medida em que tomamos valores para { mais e mais

proximos de 2, pelo lado direito.

2 ¢ 4 .
1
1@ = =ap
c)
tats] t
[ sen rdr = lim sen rdr = lim [1 — cost].
n t— o0 ; U t—o0

Nesse caso, nao existe o limite. Isto é, a funcao f(f) = 1 —cos ¢, na
medida em que os valores de ¢ crescem, fica oscilando entre 0 e 2.



Nesse caso, devemos escrever a integral como a soma de duas:

o ] 0
/ cos rdr = [ cos rdr + [ cos zdr = 0.
of — J0 g

o0 o0

Novamente, como no item anterior, a integral nao converge, uma vez
que, por exemplo

1] 1
/ cos xdr = lim cos rdr = lim sent
0 t—oo 0 t—oxa
e lim sen £ nao existe, pois g(t) — cos t fica oscilando entre —1 e 1, gquando
f—oo
t — oa.

Vocé pode observar como os exemplos diferem. E conveniente reservar
0 termo divergente para situacgoes nas quais o limite é infinito (400 ou —oc),

como nos casos (a) e (b). Nos casos como (¢) e (d), diremos que a integral
O o0

impropria ¢ indefinida. Assim, dr diverge para +oc e sen x dx

.. . Jgoo T Jo
¢ indefinida.

Observacao: Convergéncia de algumas funcdes

Nas afirmacgfes abaixo, a € um namero real maior do que 0 (zero).

= 4]
- 1 ]
e Ser > 1, entao [ — dx ¢ convergente.
xI
o
=1
e Ser < 1, entao [ —rd:c ¢ divergente.
a1 I

[ ]
e Ser > (0, entao / e "Tdr é convergente.
Jb

‘1 1 1 1
Realmente, se r # 1, entao lim [ —dr = lim ( — )
t—oo [, " t—oo | —r \r1 g
. 1 : . . 1
Ser > 1, Lllm e 0 e a integral impropria converge: —dz =
—r Ja T
1



3.3- Critérios de Convergéncia
i) Critério da Comparacéao
Este critério possui essa denominacao por se basear na comparacao de
duas fungoes.
Sejam f e g duas fungbes continuas, definidas e, [a, ~), tais que
a < f(x) < g(x).

Nessas condic¢oes,

5 o0
e se / g(x) dr converge, entao / f(x) dr também converge;
o {1 I
. o
e se / f(x) dr diverge, entao / g(x) dr também diverge.
o 1 ' (L
Obs.: Esse critério s60 pode ser empregado quando ambas as funcbes sao

positivas. Note que se a maior converge, a menor converge. Se a menor

diverge, a maior também diverge.

Exemplo:

Analise a convergéncia da integral impropria - .
sen” x
—— dr.
Js (z—2)

Para utilizar corretamente o critério € necessario determinar qual fungéo
sera usada como parametro para a comparagao, ou seja, qual funcdo seréa f e

gual sera g?



Observa —se que h& um quociente, que a funcdo do numerador é
limitada (y = sen2x ) e que o denominador é uma funcdo polinomial do 2° grau.

Para mostrar que a integral converge, vamos usar para a comparacao a
A garantia da convergéncia dessa integral

integral impropria J,” (x_12)2 dx .

impropria € o grau do denominador, visto que estamos integrando sobre a

semirreta [4, ). Realmente,

-~ | : | rt—4 1
/ ————dr = lim / ——dr = lim |———| = —=.
y  (x—2)° t—oo [y (x — 2)° t—eo L2t — 4 2

Devemos nos certificar de que as hipoteses do critério da comparacéo

sdo satisfeitas.
VreR, 0 <sen’zx <1 e, portanto, se = > 4,

W
bal = I
0< —— < —
(x —2)2 = (z—2)°
- =1 o
Podemos concluir dizendo: como ( 3 dx converge, pelo critério
J4 r—a)”
i > sen’ x )
da comparacao, ( 3 dz também converge.
Jao )T
ii) Critério do Limite do Quociente

Este critério € adequado para analisar a convergéncia de integrais
improprias cujo integrando é o quociente de polinébmios.

Sejam f e g duas fungdes continuas em [a,«), tais que f(x) 20 e g(x) > 0

1) L,comL € (0, «). Isto &, o limite do quociente € um numero

e lim,_, pr
positivo. Entdo, as integrais impréprias faoo f(x)dx e faw g(x)dx comportam —se

do mesmo modo; ou seja, ou ambas convergem ou ambas divergem.

Exemplos:

Analise a convergéncia das seguintes integrais improprias.



- T
. lx.
,}Q 9B 43z +1

Devemos decidir se vamos mostrar a convergéncia ou a divergéncia da
integral e qual sera a integral imprépria usada como parametro.

O maior expoente do numerador € 1 e o do denominador é 3. A

. 2 1 7 . 2
diferenca é 2. Com o f:’; dx é convergente, vamos mostrar que a integral é

convergente.

Observa-se que para valores suficientemente grandes de x, f = ﬁ

1 . ..
20egx) = => 0. Precisamos calcular o limite.

a
2.:'3 + 3.3' + l _ 1111,1 'jl:.g — 1
1 oo 213 4+ 3 +1 27

lim

T—+0

Como L = %, podemos aplicar o critério e concluir que a integral
_*
2x3+3x+1

*VO9r +1
2. /F JL————:—-J$.
J10 T4+ o

Vamos considerar o limite

. , . oo
impropria |, dx converge.

Y 9z + 1

) r 18 ) V#'g_r.i +

lim = lim —— =

T+ 1 o0 I+ 8

NE
o 1 . 0 v9x+1
Como [,. - dx diverge, o mesmo ocorre com [, dx.

10,Y, 10 x+8

Observacao: Razao de funcionamento desse critério: como o limxﬁw% =1L,

sabe-se que f(x) = Lg(x), para valores suficientemente grandes de X. Isso

indica que o comportamento das integrais impréprias sera do mesmo tipo.



Unidade 4- Aplicacéo de Integrais

4.1- Aplicagao de Integrais - Volumes

O volume de um sélido exerce um papel importante em muitos
problemas nas ciéncias fisicas, tais como, calculo de centro de massa e de
momento de inércia. Por ser mais complicado determinar o volume de um
sélido com formato irregular, iniciaremos com objetos que apresentam formas
simples, dentre esses os solidos de revolucao.

Como sabemos, um soélido de revolucdo é gerado pela rotacdo de uma
regido do plano, em torno de uma reta chamada eixo de revolucédo, contida no
plano.

Seja S, o solido gerado pela rotacdo da regido do plano limitada por
y=f(x), 0 eixo X, x = a e X = b, em torno do eixo x. Entdo, o volume V desse

sélido é dado por

b
a

.V = :rcf (f(.x.‘}]:d.r.

Graficamente




Quando o eixo de revolucao € o eixo y e a fronteira da regido plana é
dada pela curva x = g(y) e o eixo entrey = c e y = d, entdo o volume V do
solido de revolugéo € dado por

Sejam f(x) e g(x) funcdes continuas no intervalo [a,b] e suponhamos que
f(x) 2 g(x) = 0 para todo x € [a,b]. Entdo o volume do sdlido de revolugao
gerado pela rotacdo e torno do eixo X, da regiao limitada pelas curvas y = f(x) e

y=g(x) easretasx=ae x =Db é dado por

v =l (<)) - (ale)) e

Graficamente

=

—_— = g(x)

v




Exemplos:

1) A regiéo limitada pela curvay = x2, 0 eixo x e as retas x =1 e x = 2, sofrem

uma rotagdo em torno do eixo X. Encontre o volume do solido de revolugao

gerado.

Inicialmente construimos o gréafico da curva

L4

= —mn , unidades de volume (u.v.).



2) Calcule o volume do sélido que se obtém por rotacdo da regiéo limitada por
y=x3,y=0ex=1emtorno do eixoy,

Inicialmente construimos o grafico das curvas dadas.

F

' 3 ' / - X
De y=x temosx=)". Logo, o volume do sélido obtido pela

revolucdo em torno do eixo y € dado por

Vo= thrf( g ( J-‘))Edy = J'I:ful v dy
._ 3m .5.-'.1‘1 3n
-

3) Calcule o volume do solido que ase obtém por rotacdo da regido limitada por

=— H.W
0

X2=y—-2,2y—-x-2=0,x=0ex=1, emtorno do eixo x.
Veja a figura representando a regiao

1 4

)

L/
=




Volume do soélido em torno do eixo x

7= [ (el s

4) Usando o Calculo Integral, mostre que o volume de uma piramide reta de
base quadrada - sendo b a medida da aresta da base e h a altura da piramide -
¢ w-lpm

3

Colocando o sistema de eixos de modo que o eixo y seja perpendicular a base
da piramide reta, passando pelo centro, temos:

h-w

——

ra|er

Para cada corte transversal na altura h -y, temos que a sec¢ao obtida € um
guadrado, paralelo a base, cuja area é (2x)2.

Examinando o corte longitudinal ao lado, por semelhanca de triangulos,
podemos escrever:



E = E W= b_lyl
oy edai 2h
byY b
AlY) - 4[2—";:] -2y
Ou seja, a area de cada seccao transversal é

Logo, o volume da piramide é dado por:
h

_ b b Y
LY YR ?]D

5) Usando o Calculo Integral, mostre que o volume de um cilindro reto, de
. , , . L, _ 2
altura h e cuja base é um circulo de raior, & ¥ =TIr*h

Colocando o sistema de eixos de modo que a origem do sistema esteja no
centro da base do cilindro e o eixo x seja perpendicular a base do cilindro,
temos:

Para cada corte transversal na altura X, temos que a seccdo obtida € um

, N . , , 2
circulo, paralelo a base, cuja area é T ",

Logo, o volume do cilindro é dado por:

h h
‘nf=J‘ i d}<=rrr2}<| =T11r¢h
] ]

6) Usando o Célculo Integral, mostre que o volume de um cone reto, de

V= Lt

altura h e cuja base é um circulo de raio r, é



Colocando o sistema de eixos de modo que a origem do sistema esteja no

vértice do cone e o eixo x seja perpendicular a base do cone, temos:

Para cada corte transversal na altura x, temos que a sec¢ao obtida € um
2
circulo, paralelo a base, cuja area é ™ .

Examinando o corte longitudinal ao lado, por semelhanca de triangulos,
podemos escrever:

roy L

h % edaf h

ou Sseja, a area de cada seccao transversal €

Logo, o volume do cone € dado por:

2 2 3 f
W= hl}ﬁd;{:l- }{_ =1-'|-|'r2h
In h h? 3 ; 3

4.2- Aplicacdo de Integrais — Areas

Abordaremos uma das aplicacdes da integral definida, iniciando com a
determinacdo da area de uma regido R do plano que serviu como motivacao
para a definicdo deste importante conceito matematico.

Vamos considerar sempre a regido localizada entre os gréaficos de duas
funcdes. Suponhamos que f(x) e g(x) sejam funcbes continuas no intervalo
[a,b] e que f(x) = g(x) para todo x em [a,b]. Assim, a area da regido limitada

acima por y = f(x), abaixo por y = g(x), a esquerda pela reta x = a e a direita

pelaretay=b é f:(f(x) — g(x))dx , de acordo com figura a a seguir



Procedimentos a serem seguidos para o estabelecimento da férmula:
Passo 1: Deve-se construir o gréfico da regido para se determinar qual curva

limita acima e qual curva limita abaixo.

Passo 2: Precisa-se determinar os limites de integracdo. Os limites a e b seréo
as abscissas x dos dois pontos de intersecdo das curvas y = f(x) e y = g(x).

Para tanto, faz-se f(x) = g(x) e resolve-se a equacao resultante em relacao a x.

Passo 3: Calcula-se a integral definida para encontrar a area entre as duas

curvas.

Obs.: Agora consideraremos a area da figura plana limitada pelo grafico de f(x),
pelas retas x = a e x = b e 0 eixo x, em que f(x) € uma funcdo continua sendo

f(x) < 0, para todo x em [a,b], conforme figura a seguir.

O calculo da area A é d ado por A = |f: f(x)dx|, Oou seja, precisamos

calcular a integral definida e considerar o médulo ou valor absoluto da integral

definida encontrada.

Exemplos:



1) Determinar a area da regido limitada entre as curvas
y=fX)=x+ 6ey=g(X) =x2
Passo 1: Esboco da regiao

Passo 2: Para calcular os limites de integracdo, devemos fazer f(x) = g(x), isto
€, X+ 6 =x20ux?=x+6, oumelhor, X2 —x -6 =0 que aplicando a formula
resolutiva nos fornece x= — 2 e x = 3, que serdo os limites de integracao.

Observe, pelo grafico acima, que x + 6 = x2, para todo x em [- 2, 3].

Passo 3: Calculando a area da regido limitada pory = f(X) = x + 6 e y = g(X)=x2

em [- 2, 3] temos

4 =j‘(f(-f) - g(x)) dx

=j:[(r + 6)—1’"’] dx = f(.r+6—.r"’) dx

NEs f‘a

_L?+6I—?J_

(3 3V ((=2) -2)*)
—+6x3-— 6x(=-2)-
BLERAMEY I U T Ny
_ fE _ 3\"_{E_ ’1___8‘1

_..2+]8 BJ l: 12 3,1

_[9 \ (5 ps8)

- E+]8—9J—L-—]-+3J

8\ (9+18) [-30 + 8)

(
w9 =(-10+3) (75T




Portanto, a area limitada por

y=f(x)=x+6¢ey=g(x)=x em [—2, 3] é —
2) Determinar a area da regido limitada pory = f(x) =4 e y = g(x) = X2.

Passo 1: Esboco da regido

Passo 2: Para determinar os limites de integracdo fazendo f(x) = g(x), temos
4=x20u x2=4.Logo, x =++/4= +2,0ouseja, X ==2ex’ =2. Assim,a= =2
eb=2.

Passo 3:A éarea da regido limitada pory =f(x) =4 ey = g(X) = x2 em [- 2, 2]

sera

A= [(£(x) - g(x)) dx

=£(4—.r)dr=l.4.r—'?/ij
a2V o (=2))
_.L4x-— 3J—L4x (=2)- 3 J

(o 8Y (o -8) (o 8 [ . 8
LT I Y B Y B Y
—g-3 45 8 jgoax Bog6-10

. 3 3

=48—16 32

=— H.d.

3



Portanto, a area limitada pory =f(x) =4 ey =9g(X) = x2em|[- 2, 2] é 33—2
unidades de area.

3) Determinar a area da regido limitada por y = f(x) =8 — x2 ey = g(x) = x2.

Passo 1: Esboco da regido

Passo 2: Para encontrar os limites de integracéo, fazemos f(x) = g(x), isto € ,

8x?= x? quenosdax =—-2ex’=2.Assim,a=—-2eb=2.

Passo 3: A area da regido limitada pory = f(x) =8 — x2 ey =g(X) = x2sera

]

A =f(f(.r)— g(_::)) dx = j.(ﬁ— ) .rj) dx

o

= j;(ﬂ— 2 _r"’)d.r =|\8 X - 2%} :,_,
_ fﬂxﬂ—lx%]—{Sx[—ﬂ}—ﬂx[_;}l}
= f]ﬁ—ZxEJ—(—]fi—Ex_—S]
3) | 3
16-20 1620 gy 5 10
3 3




Portanto a area limitada pory =f(x) =8 -x2ey =g(x) =x2em|[- 2, 2] é
63—4 unidades de area.

4) Determinar a area limitada peal curvay = x2 —5x, 0 eixo x e asretasx=1e
x=3.

Passo 1: Esboco da regido

Passo 2: Os limites de integracdo sdoa=1eb = 3.

Passo 3: A reta limitada pela curvay =x2—5x,0eixo xe asretasx=1e x = 3,
sera

N EREAN IS
o Y I ey
27 . 9\ (1 _ 1
=[5 -5%3)-(5-573)
(g 45\ _[1_5)|_|[(18-45) [2-15)
T2 T ) e )
27\ (=13\] |-27 13
=[_2]_[_6]= » 76
|81 +13) |-68| |-34| 34
- 6 = 6|_ 3 —3 ..




Portanto, a area limitada pela curvay = x2 — 5%, o eixo x e asretas x = 1
, 34 . ,
ex=3é ’ unidades de area.

5) Encontrar a area da regido limitada pela curva y = f(x) = senx e pelo eixo x
de 0 a 2.

Passo 1: Esboco da regido

o
(ST}
o1
(2%
A
w

Passo 2: Para determinar os limites de integracdo, temos, pelo grafico
anterior, no intervalo [0, 1], f(x) = senx = 0 e no intervalo [11, 2 1], f(X) = senx=<0.

Passo 3: A area da regiao limitada pela curva y = f(x) = senx e pelo eixo x de 0
a 21 sera

In

n n
i}
A =fsen x dx + fsen x dx|= —cns.r[l +|-cosx
[1] b1 1

:-(—cc-s:rt - (—-cos ﬂ}) + |(—cn:-5 2n - [—cosn]|

:'_[_1}—[—1}+‘-1-(—(—1ﬂ|

|+|+‘_|_|‘=j+‘_2‘=2+2=4 i.a.

Portanto, a area da regido limitada pela curva y = f(x) = senx e pelo eixo
x de 0 a 21T é 41 unidades de area.

4.3- Aplicacao de Integrais — Comprimentos
Comprimento de Arco

Veja a seguir o comprimento de arco de uma curva plana em
coordenadas cartesianas. Seja f uma funcdo continua no intervalo fechado
[a,b]. Seja o grafico da funcéo y = f(x).



B=(b.f(b
y=flx)

a b x

]

A=(afla)r

Sejam A(a,f(a)) e B(b,f(b)) dois pontos na curva y = f(x). Considere s 0
comprimento da curva AB do gréafico da funcgéo y = f(x). Ent&o, s é dado por

s =f:4.f] + (L}‘"(.r})z dx.

Exemplos:
1) Determinar o comprimento de arco da curva y = §+ 1,0<x<3.

Temos:

Logo,

5= -[:‘ﬂl 1+ ( f '[_f})E dx
3

l+ldx
4

-J.
35 5 p 3
=J;J;Lf_{= zf‘”=5\{§

Portanto, o comprimento de f(x) = §+ 1, para 0< x < 3 é dada por s = ;x/g
unidades de comprimento.

2) Calcule o comprimento do arco da curva 24 xy =x£+48dex=2ax=4.

Temos:



.
= yV=—X +—{
L o3xT 2 x'-16
24 x? 8x’

(r +16) (x* +16) _
f (320 f ey
_ s x* +16) .
15 |
1 4, S 1[x* 16
=§f2(_r+16.r )d_r=§ {? ~
=%[ ——+3]-% %+4]-Eu.u

3) Célculo do comprimento de um setor de circunferéncia.

Vamos calcular o comprimento de um arco de circunferéncia de raio r,
correspondente a um angulo a < 1. Vamos posicionar tal setor de tal forma que
ele esteja na parte superior de x> + ¥ = r?, e sejam X1 e X, 0S pontos

correspondentes a projecédo do setor no eixo OX.



] )

0+ 0 =a

Entdo, o comprimento desse arco é

T T3
2 T

T ."I 5
/ 1+ _,F' r)) dr = e dr.
./.i"1 ‘\r [ ( :I) o I "k"ll 'r‘-_} - 'EIE

Para resolver essa integral, fazemos a substituicdo trigonométrica x = rsen8,
em que ©; e % sdo os angulos que correspondem aos valores X; € Xp,

respectivamente: x; =rsenf; e x,=rsenf,. Temos dx =rcosfdf e

Vr2 —x?2 =rcosf.

. 5 9

= r %2 12 cos 6
T dr = —dfl =

: 2 _ g Jo, T cost

fia
= / rdfd = r(f2—61) = ra.
S8

1

Unidade 5- Teoremas Importantes Para o Célculo
5.1-Teorema Fundamental do Célculo (TFC)

O Teorema Fundamental do Calculo estabelece a importante conexao
entre o Calculo Diferencial e o Calculo Integral. O primeiro surgiu a partir do
problema de se determinar a reta tangente de uma curva em um ponto,
engquanto o segundo surgiu a partir do problema de se encontrar a area de uma

figura plana.



Barrow, professor de Newton em Cambridge, descobriu que os dois
problemas estéo intimamente relacionados, percebendo que os processos de
diferenciacao e integracédo sdo processos inversos. Entretanto, foram Newton e
Leibniz, independentemente, que exploraram essa conexao e desenvolveram o
Célculo.

Em particular, eles perceberam que o Teorema Fundamental permitia
encontrar a area de uma figura plana de uma forma muito facil, sem a
necessidade de se calcular a soma de areas de um nuamero indefinidamente

grande de retangulos, mas sim usando a antiderivada da fungéo envolvida.

Teorema: Seja f uma funcéo continua no intervalo [a,b]. A funcdo F, dada por ,

Fx) - }f(tjdt é derivavel em todo interi [

4 S 0s pontos interiores ao intervalo ]a,b[ e sua
derivada é dada por F'(x)=f(x).

O Teorema Fundamental do Calculo nos permite facilmente calcular
areas pois, a partir dele, podemos mostrar que:

Consequéncia: Se f € uma funcéo continua no intervalo [a,b], entdo , onde G é
uma qualquer primitiva de f, isto é, tal que G'=f.

Exemplos:

1-Calcular as areas das regides delimitadas pelas curvas.
=t -
a) ¥ =% e Yy = 2%
by Y =X 4ge ¥ 20+3
=t = Ty —
oY= X 3eV 2x -3
E possivel estabelecer alguma concluséo a partir das areas calculadas?
Solucéo:

a) Vamos calcular a area da regido compreendida entre os gréaficos de y=x> e
Y= 2
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Para tanto, precisamos resolver a equacdo x?=2x, a fim de obter os pontos que
sdo comuns aos dois graficos e que, portanto, fornecem o intervalo de
integracao:

X%-2x=0

de onde x=0 ou x=2.

Assim, a area da regido assinalada é dada por:

2
_4-[8]-2
! 3| 3

b) Vamos calcular a area da regido entre os gréaficos de y=x*+3 e y=2x+3.

ﬂ=J‘;2}< d}{—J‘;}iz dx =>~<2|§ —%




Resolvendo X' +3=2x+3 , obtemos x=0 ou x=2.

Logo, a &rea sera dada por:

2

A =I|:|i2}{+3) d}(—‘l‘;(}(i +3)d}( =(}{2 +3}{1§ —[§+3}(]D =4_[§] =%

gue € igual a area da regido do Item a).

= 2 —_— = —
c) Vamos calcular a area da regido entre os graficos de V=Xt -3 e 2% -3 .

Resolvendo ** —3=2x -3 . obtemos x=0 ou x=2.

Logo, a area sera dada por:

A= [ (2x-3)dx- [T - 3)dc= (2 -3x] - [§ - 33{]

gue é igual a &rea da regido do Item a).

Concluséao:



De modo geral, considerando:
b b
A =J‘ f(;{)d;{—‘l‘ ol ik

entdo A € a area da regido compreendida entre os gréficos de f e g.

D

C

J& nas figuras, temos:



J‘:[f(x]n +Clebe - J‘:[g(){j +Clbx = J‘:f(}c]dx " f: Cx - J‘:g(x]ldx - f: Clx = J‘:[f(xj — g0) o

pois usamos as propriedades da integral definida. Dessa maneira, concluimos
algo ja esperado, ou seja, que uma translagéo vertical da figura ndo altera sua

area.

2

2-Encontrar uma primitiva F da fungao ') =% *X que satisfaca F(1)=1.
Solucéo:

Z
sendo ") =%* +X yamos encontrar todas as primitivas de f, ou seja, todas

as funcdes cuja derivada é a funcéo f.

Assim, encontramos:

G 2ot
+_+ D= w4+
2 2

|

, onde C € um nuamero real qualquer.

Como foi dado que F(1)=1, esse fato nos permite determinar uma unica funcéao
da familia de primitivas. Com efeito,

il
10

Assim, a funcao procurada é:

3 7
F(;{):E;ﬁ +}{_—i
a 2 10

3- Encontrar uma funcéao f tal que P +sen = 0 e f(0)=2.
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Solugéo:

Temos f'(x)=—sen x.

Logo

f(x)=cos x+C, onde C é um numero real qualquer.
Como f(0)=2, temos:

2=f(0) =cos 0+C

de onde C=1.

Assim , a fungéo procurada € f(x)=cos x+1.

4- Usando o Teorema Fundamental do Calculo, obter a derivada de cada uma
das funcdes seguintes:

%) = I’Zﬁ +3tdt
a) o

aly) = J‘Sﬁ’rsen5 tlt
b) ¥

wi 5Nt
uj= —t
o gui= |, o

) afv) =L et dt

a7 =‘|‘231a\.' -cen’ tdt

e)

Solucéo:

%) = Iﬂiﬁ +3tdt

Sendo , queremos encontrar sua derivada.

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

g(x) =J':«.f’1+3t dt =F(x) -F(0] f(ty=1+3t

onde F é uma qualquer primitiva de
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isto é,
Fiit)=./1+3t

Logo,

A T ] S e e
g(x)—a[ﬁjﬂ 3t dt] =P -FO)]-F )

pois F(0) € uma constante.

Dessa forma,

g'(x) =F {x) =T+ 3x

aly) = fsenﬁ t it

b) Sendo , queremos encontrar sua derivada.

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

aly) = ["sen®t dt =F(3y) -Fly)

fith=sen®t

onde F € uma qualquer primitiva de

isto &,
F'iti=gen’t
Logo,

AP ¢ B Rk _d ~ o =
1) = 5|1} sen’ t | = L3y -Fiy)]=F i3y 3-F ()

pois usamos a Regra da Cadeia, ou da derivada da fungdo composta.

Dessa forma,

giy)=3F'(3y)-F(y]=3.5en®(3y)-sen®y

=‘[u+2 sent 4
w2t

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

c) Sendo , queremos encontrar sua derivada.
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o) = L”“%t”dt — F(u+2) - F{u)

onde F € uma qualquer primitiva de

sen t
fit)="——
0=
isto é,
sen t
Fit)=—
(t) o
Logo,
oo d]awzgent 1 d _ o o
Q(U)—E[L Tdt]—a[ﬁwz) Fiu]=F(u+2).1-F'{u)

pois usamos a Regra da Cadeia, ou da derivada da fungdo composta.
Dessa forma,

_sen(u+2)  senu
20+ 2 2U

giu) =Fiu+2)-F{u)

1T
vi=1[ e dt
d) Sendo ) -r“

, queremos encontrar sua derivada.
Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

= etz

w2
wl=1[ e' dt=F3v)-Fv
atv) Iv S ]Ionde F € uma qualquer primitiva de fit) ,

isto &,
F'it)=e
Logo,

. _ d I 42 _ d _ - =
g(v)—ﬁ[‘l‘v 6 dt] = [F(3)-F()]=FEv) 3 -F')

da Cadeia, ou da derivada da funcdo composta.

pois usamos a Regra

Dessa forma,

rd

Q'W]l = E'FI(?)"I.I";I—F'('-,I,-') = Seguz —a¥
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giz) = ‘[231 J1-sen®t dt

e) Sendo , queremos encontrar sua derivada.

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

az) - de “sent tdt =F(z*)-F(z +1)

= _ ]
onde F é uma qualquer primitiva de ) = +1-5en"t

isto &,
Fiit1=J1-5en’t
Logo,

giz) - %[Ij”"f —sen’ t dt] - %[F(f) “Fiz+0|=F(z%).322 -F'(z + 1)1

pois usamos a Regra de Cadeia, ou da derivada da fungdo composta.

Dessa forma,

giz) =222 F(2*)-F'(z + 1) =3z J1-5en®(z* ) - J1-sen® (z + 1)
5- Encontrar o valor das integrais definidas.
3
a) J‘z 3
'
b) J‘D ¥ 3y

dx

C) I

d) L%cotg ¥, COSSec ¥ dx

sen x|dx

={—}£5 ce 0<% <]

o 1000 " sen(md-1 se 1¢x <3

, sendo
Solucgéo:

a)
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sy _x*[ _81 16 _65
R

Observemos que, dada uma funcéo f, para encontrar uma primitiva qualquer,
precisamos pensar "ao contrario” de quando derivamos, pois buscamos uma
funcéo cuja derivada € a funcéo f.

b)

E+1 E

3 % _}{5 =}{5
J‘Dx dx——3 @
)

Z+1

Observemos que, dada uma funcao f, para encontrar uma primitiva qualquer,
precisamos pensar "ao contrario” de quando derivamos, pois buscamos uma
funcao cuja derivada é a funcéao f.

c)
*lsen x|
Célculo de: I
Como | sen x| ~sen x, para ¥E [Zﬁr,?m:]e | senx|=-senx para ¥ e [m2n ou

x € [3mAn] , podemos escrever:

dx

J.

x Ix dx
=J‘2 —5rar1>~<n::i>«<+‘|‘2 sen}(d}w‘l‘ —-seny dy =

sen x| dx =f:

sen x| dx +‘[;'(]Sen x| clx +‘[:X]Sen x| dx =

lx KE dx
= cosx| " +(-cosx "+ cosx|,” =
— = (=N + (= (T +1=(~1) = 2+2+2 =6

Observa-se que, dada uma funcéo f, para encontrar uma qualquer
primitiva, precisamos pensar "ao contrario” de quando derivamos, pois

precisamos encontrar uma funcéo cuja derivada € a funcao f.



d)

1
5en 1

J‘fécotg ¥, COSSEC X dx = (- cos5ec ><j|?‘5 = —1+cossec1=-1+

d
—(cossec x) = —Cotg ¥. COS5ec X

pois dx
e)
. ) = -y° e 0w
[, foxde sen(mx)-1 se 1<% <3
sendo

Observemos que f é continua no intervalo [1,3]. Dessa forma, podemos
escrever:

Igf(}{jdx = I1—}<5 ¢ +f[5en(m) —1] dx = —%

o i

Revisando:

O teorema fundamental do calculo (TFC) estabelece uma relacdo entre

0s conceitos de derivada e integral.

Funcao definida por uma Integral

Dada uma fungéo continua f : [a; b]! R, podemos definir

g(x) = /: f(t)ydt, a<x<bhb.
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Exemplo:

Use a definicdo de integral para encontrar uma expressao para a fungao

g(x) = /OX tdt.

Solucéo:

Observagao: Note que g’(x) = f(x), ou seja, g € uma primitiva de f.

Teorema Fundamental do Céalculo — Parte 1

Se f: [a, b] = R é uma funcéao continua, entao a funco

X
g(x) = / f(Hydt, a<x<b,
a

é continua em [a, b], derivavel em (a. b) e satisfaz

ou, equivalentemente,



Ideia da Demonstracgéo:

« i @ =+h b

A diferenca g(x + h) — g(x) fornece a area sob a curva
y = f(x) entre x e x + h, para h > 0.

_____________________________________________________________________________

oz i h) + o(c)

]
I
¥

a | i = w+h b

Para h pequeno, a area pode ser aproximada pela area do
retangulo com altura f(x) e largura h, ou seja,

g(x + h) — g(x) = hf(x).



—————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

B e e S L S e SRS

Mo ih)ioe] |

Dividindo ambos os termos por h e tomando o limite, obtemos:

g'(x) = im gt hﬁj —909 _ 1),

Exemplo:

Encontre a derivada da funcdao.
X
g(x):/ V14 t2dt.
0

Solucéo:

g(x)=vV1+ x2

Exemplo:

Determine.

all

Solucéo:

4

sect dt] )

dx

xd
/ sect dr] = 4x%sec(x?).
J1



Teorema Fundamental do Céalculo — Parte 2

Se f for continua em |a, b], entao

a

/bf(x)dx — F(b) — F(a) = F(x)°.

em que F € uma primitiva qualquer def.

Exemplo:
3
| = f e*adx.
1

Solucéo:

| = e — e

Exemplo:

Determine a area sob a parabolay =x2deOa 1.

A=_.
3

Exemplo:

Calcule.

64
:‘:/—dx.
3 X

Solucéo:

[ =1In2.



5.2-Teorema do Valor Médio (TVM)

Suponha que a funcéo f seja continua no intervalo fechado [a,b] e que
I'(¥exista no intervalo aberto a<x<b. Entdo, existe pelo menos um valor ¢
entre a e b, tal que

BV f
£1¢) = Fib)= fla)

' h-a

Geometricamente, o teorema afirma que existe pelo menos um ponto
¢ € (@, Blg que a reta tangente ao gréfico da fungcdo no ponto (c,f(c)) é

paralela a reta que passa pelos pontos 4=!@./ @) e F=15.7E)g como
indica a figura 5.1 a seguir:

"
.'Il

B
F () I S
flelhdomme e _ /’/
flayf-——-- ‘

¥

B o ——————
e e

-

_ .2
Exemplo: Seja F(x)= %" gefinida no intervalo [-1,3]. Calcular o valor de c que o
TVM garante existir.

Resolucdo: Aqui a =-1 e b = 3. Vamos calcular f(a) e f(b), assim

f@=Fn=i-1"=1e fB)= /(3 =F =9.

_ 3 1 — . ! —
Como 7 %1 =%"¢ continua para todo *- J (%) =2% gxiste em -1<x<3 e J €} =2c
para -1<c<3, temos

J@-f@ _, _ 9-1 _8
b—a 3-(-1) 4

JFle)=

ou seja,
c=1.

Portanto, o valor de ¢ que o TVM garante existir em (-1,3) vale 1.



=7 he= 2 H i
=-2eb=2 petermine os pontos desse intervalo

Exemplo: Seja /(¥)=x", a
onde se verifica a afirmacéo do teorema do valor médio.

Resolucéo: A funcéo € um polinbmio e como tal satisfaz as hipéteses do TVM.

. u:CI:—'E,.'-_'}
Queremos determinar ' tal que
. (hy= fla)
_fllf{']'='f|: ) _flf-:e'.-
h-u

. TNy = g 2 Y = 3 2 ('C-—E,EI‘ ~
Assim, J (¥)=3ve Sl =3¢ 00 (-22) . Entdo
f()- fla) _8-(-8) _,

bh=a _'.'-_'—[—'I}_
de forma que

. hy= fla)

1'(¢) = J(b) = fla)

bh=u

3 = 4 , 4 2

= =a= =_—=l=%t—F
3 N
2 2
[ c, =+
1 N 2 i

Logo, os dois valores de ¢ séo: \'Ce '\E entre a=-2 e b=2 nos

guais a tangente a curva € paralela a corda que passa pelos pontos (-2,-8) e
(2,8).

{ ge—
I' 5l
Portanto, os pontos onde se verifica a afirmacdo do TVM sao \/;e

2

Jnr
=

5.2.1- Regra de L"Hbspital.

Vamos estudar uma aplicacdo das derivadas, que consiste num modo
bastante atil de calcular limites de formas indeterminadas, a chamada regra (ou
Teorema) de L’'Hospital que nos permite levantar indeterminagdes do tipo
0 o

0 o provenientes do célculo do limite do quociente de duas funcdes



derivaveis.
lim f(X)
Queremos calcular o limite *~* £(*) | nos seguintes casos:

(@) fix)—=0e g(x)—0 gquandox = a;

(b) f(x)—=>me g(x)—=>w quandox —a

. ()
Flx), g'(x) ehm’flh'
Em ambos, calculamos o glX) | Se este limite existe segue
lim /(%)
que ** &) também existe.

Caso a indeterminag&o continua, isto é, / (*)¢ &'(x) satistazem (a) e (b),

()
_— e lim -
S'(x) e g3 e g ()

calcule . E assim por diante.

Exemplo 1: Usando a regra de L’'Hospital, calcular o valor do limite

2
. X =x=12
lhim——

2
red " =3 =4

Resolucdo: Aqui /(%) =x* =x=12g g(x) =" -3x-4

lim f(x)=lim(x" =x=12)=4"=4-12=0
X==d =i

e
limg(x)=lm(x" =3x-4)=4"=-3-4-4=0
rend] Fend
lim f 0 0
im f(x)= limg(x)=0 . . ~ . n
Como i’ =0 IMEN) =00 mos uma indeterminacéo do tipo 0.
Ny N . Iy "vi= 2 v =
Calculando ¥ ) vem /(%) =2x-1g cajculando £'¥)yem &) =243

Aplicando a regra de L’'Hospital, temos

-,,
.

.
e

¥

|
o
-

|
.

L] “
i

3
L

|
Lad
(N

Portanto,



lim
Exemplo: Calcular ¢ 1-¢"
Resolugdo: Aqui /(¥) =+ eglx)=1-¢"

" . il
lIimx=0elim(l-¢")=1-¢"=1-1=0
X ==l ==

0
limx=0¢e lim(l-¢")=0 . . ~ .
Como »-o © .13'-1-:.['[ “ =" temos uma indeterminacao do tipo O .

f'(x) e £'x) f(x)=1eg'(x)=-e"

Calculando - vem

Aplicando a regra de L’'Hospital, temos

. . 1
lim =|lim— =
X==i) I —_ {,-"-' Te=nil _{.l"l'- _|

Portanto,

Iim = -]

0] = E;-’-’

. N
lim —
Exemplo: Calcular **=¢" .

i . o0
. limx” = elime” = . . .=
Resolucdo: Como x-—+= e , temos uma indeterminacao do tipo =

Logo,

5 r
, 2
: (-" ) . 2Xx

.Xx )

lim— = lim = lim—

Eendd i.l"‘ Xew 2 ( t)' Eemal E_:'t
g

A indeterminacédo continua. Aplicando novamente a regra, vem

o () 2
lim— = lim =lim—=
Fed {.l"l'- i E_.-" i" o E.l"l'-

Portanto,

lim>— =0

Xewa o



]im(.'f2 ]Ug.r}
Exemplo: Calcular = r,

Resolucéo:

lim f{x)=limx" =0elimg(x) = ]im[]ug.x‘) - ]ug(]im .r) = 00

==l K=l X ==) =] =i

]jm[fl' x)- gf.r})

Temos uma indeterminacéo do tipo 0 x =, pois =+a , N0 caso,
. T=e
flx)—=0eg(x)—>e quando ¥ —= 0.
Vamos escrever
. . : {x)
]Jm[jl’.r}' gf.r}) = lim 8
e ==
F(x)
obtendo assim as indeterminacdes do tipo
] oo
0 ou @,
Assim,
. , . logx . logx
hm(.r -]ug_r)= lim—2% o [jm &2
x=nil / x==i) s I
X ,
ou,
: 2 . logx
]1n1|:.t" . ]ug.r) = lim =22
K== ! ==y
]im(]ng.r)= ]ug(]im.x‘)= oo elimx™ = ) L
Como =@ ¥=+0 ¥+ , temos uma indeterminacao do
oo
tipo = .
Aplicando a regra de L’'Hospital, vem
: |
log x o
]im[.r-]ug.t) = ]im( ' ) = lim ——
Xl xenil -2 e Ry
)
-1 o 2
= lim——— = lim: = lim—=0
el 2™ oz 2 it 2

Portanto,

lim| x’ ~]0g.f) =0.
x—l



5.2.2-Polindmio de Taylor

A formula de Taylor € uma extensdo do teorema do valor médio. Isto nos

motiva a seguinte definicao.

Definicdo 5.1. Seja f uma fungéo tal que /e suas n primeiras derivadas
i {h=1) f{"] . , , . f{n’?+|.] T} .

AR s .. sejam continuas em [a,b]. Além disso, “+1existe

para todo x no intervalo aberto (a,b). Entéo, a formula de Taylor ou polindmio

de Taylor de ordem n, no ponto a, da funcéo f é definida por

ol LT
J(x)= fla)+ f{ —-:r}+%{x—ﬁ}2 +...+m[r—a}”
& !
Observagéo 5.1. No caso de a=0 temos
i ”]
Fx) = F(0)+ FOx+L “} .+ﬂ—f”}r”,
n!

a qual € chamado de formula de Maclaurin de J(x)

A formula de Taylor pode ser utilizada para calcular um valor aproximado de

determinada funcdo por meio de somas parciais, por exemplo, calcular um

1 T ’4 8O
valor aproximando de 1N(3.74). €7 etc.

Exemplo: Seja f(x)=1In * Determine a férmula ou o polinbmio de Taylor no

ponto a=1, de ordem:
@i 3;
(i) n, sendo n um numero natural qualquer.
(i) Use o polinbmio do item (i) para calcular um valor aproximado de In(L1)
Resolucdo: Vamos inicialmente determinar o polinémio de Taylor de ordem 3,
no ponto a=1, ou seja, devemos ter
[ '.I.I[I , ‘rrr[ I
S, S ey LD
B 1 1

Fa i

flx)y= f(l)+ x—=1)+ (x—1).

Assim,



flx)=Inx= f(l)=0;
I .

fx)=—=f'(1)=1;
X

I
f”{\.}———:‘f”“}—— .
2
jmu{,.:_}__1J fm“}=21
Fr) === () = -3
'I:'

h+l [‘I

fIIII{T:I' } t‘ f{m{” }Ir+l (n- I}I.

Logo, respondendo (i), vem

fIr}—f[I}-I-j[ :I I:I-I_MIX—I}E-I-ML\;‘_”'I
2! 3!
Ou,
I , 2
Inx=0+1l{x-)-—(x=-1\+=(x-1)
2! 3!
ou seja,

Inx={x- I}—;I{.r— 1)? +I{x— 1)
i A

Agora, para responder (ii), vem

I . | .'—III
Inx=(x-1)-—(x=1)"+2(x- I}"—...+[—|}”*‘u,
£ A n

Finalmente, respondendo (iii), temos

Para calcular IN(1.1) | fazendo x=1,1 em (i), vem

| ]
Inl,1=0,1-=(0,1) +=(0.1)’
2 3



Simplificando a expresséo acima, obtemos
In(L,1) =0,09533
Exemplo: Determinar a férmula ou o polinémio de Taylor de ordem n, no ponto

. — j.'l.'
zero da funcéo Jflx)=e"
Resolugéo: Vamos determinar a expressao

" h)
f{ 1) 2+...+ﬁ 0)

n!

flx)= 0+ f{0)x+——

E dado que /(%) = €¢" entao
f‘ r{r} - f‘rr{ .T} — f‘rrr{ .T} - = f”{."i'} _ E.‘c’

e

Logo,

(i)
f(x)=f(0)+ f ”} f,}f”x3+_..+ﬂ_r”

21 n!

x? X
=l+x+—+...+—.
71 7!
2! n!
Portanto, a formula ou o polinbmio de Taylor de ordem n, no ponto zero da

I
funcao J(x)=¢€"g dada por
x? x*
=l+x+—+...+—
2! n!

Isto significa que para valores de x proximos de zero,

t_E TH
— 4.+ —
2! !
Observacao: Quanto maior n, melhor a aproximacao.

Por exemplo, fazendo x=1 e n=6, obtemos:
1 | | |
esl+l+—+—+—+—+—
2 6 24 120 720
De fato, a soma a direita aproxima 0 numero e até a terceira casa decimal,

sendo o “erro” igual a 226 =107



Exemplo. Seja a fungao J(x)= 'J: Obter uma aproximagao de Taylor de
terceira ordem no ponto a=9.

Resolucdo: Vamos determinar

fi‘»}—f{‘}}+f{ (-9 4 L (g, L7O)

(x=9)
2 3!
Assim
flxy=lx = £(9)=~9 =3
f’ir}——l r_%—L— I = ['(9) = S
T2 e T 2o 6
f"{-‘:}_ l'\b_%_l-‘:x_l'\b_l_ I I I
‘ 4 4 4»4'_3 44/ x* -hxlj
f"{f_}} I I
— = - = = —_
4;»,/5 4-9-3° 108
L (_3), 3.3 3 3
frrr{t,}___ x 2 -
4 l qJ 8 Y \/_5 8- x*-3x
3 3 l
— rrr{g — - - ]
/") §.92.3fo 8813 648
Logo,

(9 e . "
fiﬁ:}=f1[9}+¥[.r—9}+1—{1'}[3;_9}1+f )

2! 3!

(x=9)
ou seja,

1 1 I
flx)=3 +ﬁ{.\r— r%i'}+—| 08 (x=9) + —ﬁ‘?g (x-9)

1! 2! 3!

isto é,

. | | 2 | 3
f(x)= J+m(.\:—9)— I{]8+2(r_q] + (543+{j(x—9}




Portanto, a aproximacao de Taylor de terceira ordem de Slx)= ﬂ no

ponto a=9 é

| | 2 1 -
f{x}=J;=3+H(~*‘9)‘—(""9) ¥ 3333(*‘_9)}.

216

Por exemplo, um valor aproximado de ‘Eseria

\EE}+1_(5_9)_%(5_9)3 =L (s-9)

6 216 3I8KE

() (= ()

6 216 3888

ou seja,

34

ou seja,

4 16 o4
76 216 3888
= 3-0.6667 - 0.0741-0.0165

=3-0,7572=2,2428 .

Portanto,

V5=22408

5.3-Teorema de Weierstrass

Teorema: Toda funcdo continua num intervalo fechado [a,b] assume um

mMAaximo e um minimo em [a,b].

Como a sequéncia € limitada, existe um nimero positivo M tal que, para
todos os indices n, -M < a, < M. Seja X 0 conjunto dos numeros X tais que
existe uma infinidade de elementos da sequéncia "a direita de x, isto “e, X < a,

para uma infinidade de indices n. E claro que -M € X e M é uma cota superior



de X. Tratando-se, pois, de um conjunto ndo vazio e limitado superiormente, X
possui supremo, que designamos por A.

Vamos provar que existe uma subsequéncia convergindo para A.
Comegamos provando que, qualquer que seja € > 0, existem infinitos indices n
tais que A - € < a, e somente um numero finito satisfazendo A + € < a,. De fato,
sendo A o supremo de X, existe x € X a direita de A - ¢ e infinitos a, a direita
desse x, portanto a direita de A — € ao mesmo tempo, s6 pode existir um
namero finito de elementos an > A + ¢; do contrario, qualquer numero entre A e
A + ¢ estaria em X. Seja € = 1 e ap; um elemento da sequéncia no intervalo
(A-1, A+ 1). Em seguida, seja anz , com nz > n;, um elemento da sequéncia no
intervalo (A — %2, A + %). Em seguida, seja anz , COm nz > n,, um elemento da
sequéncia no intervalo (A —1/3 , A+ 1/3).

Continuando com esse raciocinio, construimos uma subsequéncia (x;) =
(anj ), que certamente converge para A, pois |[xj — Al < 1/j . E assim a
demonstracao esta completa.

Entretanto, € importante observar que ele garante que uma funcao,
sendo continua num intervalo fechado, certamente admitird ponto de extremo,
tanto maximo como minimo, podendo ser interior ao intervalo ou em qualquer

das extremidades.

ponto de
maximo global
ponto de
maximo kcal
a b
ponto de
minimo local
ponto de

minimo global

No grafico observamos que a fungdo admite um ponto de méaximo local e

um ponto de minimo local ambos interiores ao intervalo. Entretanto, o ponto de



maximo global da funcdo ocorre na extremidade b e o ponto de minimo global
ocorre na extremidade a do intervalo. Também é conveniente observar que o
Teorema s6 vale se a funcdo é continua num intervalo fechado. Se a
continuidade for num intervalo aberto, ndo € possivel garantir a existéncia de

maximo e minimo globais.

Se uma funcdo f(x) esta definida e é continua em um
intervalo fechado [a, b], entdo f(x) possui pelo menos um méaximo e
um minimo absolutos no intervalo [a, b]. Isto é, existem, pelo
menos, dois pontos X3, Xz pertencentes a [a, b] em que f atinge

valores extremos absolutos.

fFx)=f(x)=f(x,) Si x e[a,b]

Waximo

Minima

O teorema de Weierstrass nao nos indica onde se encontra
0 maximo e o minimo, apenas afirma que existem.
Exemplo:
2

F(x) = » s:. ¥ ool
X422 Sl x=>2

é continua no intervalo [-1, 4]

0=f(x)=6 Si x e[-1,4]




5.4-Teorema do Valor Intermediario (TVI)

Seja f : [a, b] > R uma func¢éo continua. Se f(a) <y < f(b) ou f(b) <y <

f(a) entdo existe x € (a, b) tal que f(x) = .
Demonstracgéo:

Suponhamos que f(a) < f(b). O caso f(b) < f(a) é analogo. Seja y e [f(a),
f(b)]. Queremos encontrar x € (a, b) tal que f(x) = y. Vamos utilizar o algoritmo
da bissecao sucessiva. Sejam ap = a e bg = b. Denote por x; 0 ponto médio do
intervalo [ap, bo]. Se f(x1) <y, defina a; = x; e b; = by, mas se f(x1) >y, defina a;
= ap e by = x;. Em ambos os casos temos f(a;) <y < f(b1) e 0 comprimento do

intervalo [a;, b1] € metade do intervalo [a, b].

Agora, seja X, 0 ponto médio de [a;, b;]. Se f(x2) <y, definaa, =x, e by =
bi, mas se f(x;) > y defina a; = a; e b, = x,. Novamente, em ambos 0s casos,
teremos f(az) <y < f(b2) e o comprimento do intervalo [a,, b,] sera um quarto do

intervalo [a, b].

Continuamos bissectando cada intervalo, obtendo uma cadeia de

intervalos encaixados

[a, b] o [a1, b1] © ... © [an, by] D ... cujo comprimento converge para zero, pois
b, —an = (b — a)/2". Isto implica que as sequéncias (a,) e (bn) convergem para o
mesmo numero real, digamos X.
Pela continuidade de f, lim f(a,)="f(x) e lim f(b,)=f(x). Além
n—-+o0 N—-+o0

disso, para cada n, f(a,) <y <f(by), e pelo teorema do sanduiche, obtemos

f(X):nI_i)Too f(a,) < yﬁnl_i)rPoo f(b,)=f(x), de onde concluimos que f(x) =y, e 0

teorema esta provado.



Corolério: Seja f: [a, b] > R continua tal que f(a).f(b) < 0. Entdo existe um

namero real ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
Exemplo:

Seja f: [0, 1] — R continua tal que f(0) = f(1). Prove que existe x € [0, 1] tal que
f(x) =
f(x + 1/2). Prove o0 mesmo resultado para 1/3 em vez de 1/2.

Solucéo:

Definimos g: [0,1/2] - R pondo g(x) = f(x) — f(x + 1/2). Entdo, g & continua e
g(0) + g(1/2) = 0. Isto significa que g(0) e g(1/2) possuem sinais opostos, ou
seja, g(0).g(1/2) < 0. Pelo TVI existe um numero real ¢ € [0, 1/2] tal que g(c) =
0. Logo, f(c) = f(c + 1/2). Considerando 1/3 em vez de 1/2, definimos h: [0, 2/3]
— R pondo h(x) = f(x) — f(x + 1/3). Neste caso, teremos h(0) + h(1/3) + h(2/3) =
0. Logo, h muda de sinal em[0, 1/3] ou em [1/3, 2/3]. Dessa forma, deve existir
d € [0, 2/3] tal que h(d) = 0 ou f(d) = f(d + 1/3).

Exemplo:
Seja p um polindmio de coeficientes reais e grau impar. Mostre que p possui

pelo menos uma raiz real.
Solucéo:

Suponhamos, sem perda de generalidade, que

p(x) =a,x" +a, ;X" +.+a,x+a,, com a,> 0. Entdo, para x = 0,

a, . a, a
POX) =x"| &, + "4 b+
X X X




Dai, como n € impar, € imediato que lim p(x) =+ e lim p(x) =-x, de
X—>+0 X—>—00

modo que existem a e b reais, com a < 0 < b, tais que p(a) < 0 < p(b). Pelo TVI,

p tem ao menos uma raiz real.

5.5-Teorema de Rolle
Seja f uma funcéo continua em [a; b] e derivavel em (a; b). Se f(a) = f(b),

entéo existe ¢ pertencente (a; b) tal que

fi(c)= 0.

Exemplo:

Considere f(x) = sen x, e a = 0, b = 1. Entdo f(a) = f(b). Nesse

ta] A

caso, 0 ponto ¢ cuja existéncia é garantida pelo teorema é c =

L8
2

T
De fato, f'(x) = cos x, logo f'( 2 ) = 0.

Considere uma funcéo f satisfazendo as seguintes condi¢des:
(1) f é continua no intervalo fechado [a, b]

(2) f é derivavel no intervalo aberto (a, b)

(3) f(a) = f(b)

Entdo, existe um namero ¢ em (a, b), tal que, f'(c) = 0.

O teorema de Rolle pode ser interpretado, geometricamente, da maneira
descrita a seguir. Seja f uma curva suave (continua e derivavel), ndo constante,
ligando os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)), tal que f(a) = f(b). Entéo, se o grafico de f
sobe, devera descer, e vice-versa. Portanto, como a curva é suave, em algum
ponto entre a e b, onde o gréfico para de subir e comeca a descer (ou vice-

versa), a reta tangente deve ser horizontal.



flaib)

Demonstracdo: Como f é continua em [a, b], pelo teorema dos valores
extremos f assume um valor maximo e um valor minimo em [a, b]. Sejam m e n
os pontos de [a, b] onde estes valores sao atingidos, isto é, sejam m e n tais
gue f(n) < f(x) < f(m), para todo x em [a, b].

Existem dois casos a serem considerados:

(i) A fungao f é constante em [a, b].

Neste caso, f(x) = f(a) = f(b) para todo x de [a, b]. Assim, f'(x) = 0 para todo x de
(a, b).

(i) f(x) £ f(a) = f(b) para algum x no intervalo aberto (a, b).

Neste caso, ou m ou n € diferente das extremidades a e b do intervalo
considerado. Sem perda de generalidade, suponhamos que seja m este ponto.
Como m € um ponto de maximo e esta no intervalo aberto (a, b) onde f é
derivavel, tem-se f(m) = 0. Logo, o ponto ¢ = m satisfaz a conclusdo do
teorema.

Observacao: As hipoteses do teorema de Rolle sdo essenciais para que a
conclusdo se verifique, isto é, se uma das condi¢cdes do teorema nao for
verificada, podera ndo existir o ponto ¢ que satisfaz f'(c) = 0. Os exemplos a
seguir ilustram como este teorema pode ser aplicado e mostram como o

teorema falha, caso qualquer uma de suas hipéteses nao se verifique.

f[.i‘ ] = { ..' 5
Exemplo 1: Considere a funcédo (x —2)=,

Esta funcdo é continua no intervalo [1, 2], f(1) = f(2) = 0 mas nao é derivavel

em (1, 2). Repare que nao existe nenhum ponto da curva y = f(x) no qual a reta



tangente a esta curva seja zero. Em outras palavras, ndo existe c em (1, 2) tal
que f ' (c) = 0. O teorema de Rolle n&o pode ser aplicado a este caso porque a

funcdo dada nédo € derivavel no intervalo (1, 2)

0.24 d
0.2 "r\
02 f
0.18 /
0.18

0.14
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0.1

0.08

0.08

0.04

0.2

0% 12 14 ¥ 16 18 2

2 x40
. .-]={ © 3
Exemplo 2: Seja fla 1, z=0"

definida no intervalo [-1, 1]. Temos que f(-1) = f(1) = 1, mas f ndo € continua
no zero. Nao existe c em (-1, 1) tal que f ' (c) = 0. O teorema de Rolle falha

neste caso porque f ndo € continua em [-1, 1].
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) Conhsoen
J

AVALIACAO D;
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do quarto modulo.

Nome do (a) cursista:

Calcule as integrais a seguir.

a) [(x?+x3—2x)dx

1 1
b)f(cosx+ S senx — ;) dx

C)f(%+ \/F) dx

d) f(x+2)2 dx

e)[ sec? 5x dx

f) [+ x senx dx
2



o
— Centro

\ 0 g Céazti/[éao
Conéaas'z
J

AVALIACAO D;
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do quarto modulo.

Nome do (a) cursista:

12, Questao:

Calcular [(7x* + sec®x) dx.

23, Questao:

Calcularf (3 e + ﬁ—senx) dx.

32. Questao:

O custo fixo de produgéo da empresa “J & S “ é R$8 000, 00. O custo marginal

€ dado pela fungao C’(x) = 0,03x* + 0,12 x + 5. Determinar a funcéo custo total.

Obs.: Sabemos que o custo marginal C’(x) € a derivada da fungéo custo total
C(x).

42, Questao:

O custo marginal para producdo de determinado bem, é dado pela funcdo

C'(x) = 18vx + 4. Se o custo fixo € de R$50, 00, escreva a fungéo custo total.

52, Questao:

Calcular ff(x2 4)dx.



